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CTYOEHTCKA YHUJA DuHAIHO TAKMUYECHHE

MATEMATUYHAPA HS Algorithm 2024

=

YIIYTCTBO 3A U3PAJIY 3AJATAKA

Ilparu TakMuuapu,

Ucnpen Bac ce Hamaze 3amamnu 3a puHagnu neo takmudermna HS Algorithm. Tect ce cacroju ox 10 3amaraka npu
gyeMy je 5 3amaTaka m3 MaTeMaTHKe, OOK je 5 3amaraka m3 uHpOpMATHKe. Y CBAKOM 3aIaTKy mMaliere mpuinke
Ja ce yIO3HaTe ca TeMaMa Koje ce M3ydyaBajy Ha HameM (akKyJTeTy Yy OKBUDY OCHOBHHX aKaIeMCKUX CTyIuja Ha
nporpamuma Marematuka u apopmaTura.

[Mocnenwmu 3amaraxk m3 cBake ODJACTU je KIACHYHOT TUMNA - 3aaTaK pellaBaTe Ha MANUPy KOjUu KacHUje
npenajere U MOTPEOHO je MpPUKA3aTU OeTajbaH MOCTYIIAK 1a OucTe moOmau cBe HMOeHe. Y HEKUM 3adalliMa
he 3aokrpy:kuBame HETAUYHOI OArOBODA HA NUTAE THUIA BUIIECTPYKOr M300pa NOHETHM HEraTUBHE IMOEHE U TO
YETBPTUHY NOEHa Koju cy mpemsubenu 3a Taj mom3anarar (morsematu tabesy). YKOIUKO NUTAHE OCTABUTE
HE3a0KPY:KEeHO, TO ce Bpennyje ca 0 moena. llemokyman panm koju Ha Kpajy mpenajeTe MOpa OUTU UCIMCAH XE€MU-
JCKOM OJIOBKOM, IOK CJIMKE MO:KETE IPTATU I'PaUTHOM OJOBKOM.

p-O6p | obiact Opoj moeHa | HETAaTUBHU IMOEHU
1 Jloruka 9 HEMA
2 Jlureapua anrebpa 9 HEMA,
3 Ananuruyaka reomerpuja 9 HEMA
4 Beposarmoha 9 nMa
) Maremarundka aHajan3a 14 HEMA
6 Jururannu 3anuc mogaTaka 9 uma
7 MarmHcKo yueme 9 nMma
8 Anropurmu u cTpyKType mojaraka 9 uma
9 Jlexcmaka anam3a 9 HEMA
10 Bemrauka naTEMTEHIIN]A 14 HEMa

Bpewme 3a uspany 3amaraka je 180 munyra. Takmuuapcka komucuja he nsa myra, HakoH 60 u Hakon 120 munyTa,
npohu Kpo3 CBe yUMOHUIIE U OACOBAPATU HA Ballla OUTAKA Y BE3UW MOCTABKU 33 0ATaKa.

CPERHO!
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SBAJATAK 1. MATEMATUYKA JIOTUKA

MaremMaTuyka JIOTMKA je jenHa Ol K/BYUHUX I'PDaHA MaTeMaTrKe, Koja ce 6aBu (OPMAaIHUM CUCTEMUMA 3aKJbY-
ymBama M OCHOBaMa MareMmaTruke. Jlok ce TpaaunuoHaJHE OOJIACTH MaTeMaTUKe (POKyCHpajy Ha IpOoydaBame
O6pojeBa, obOaMKa WM (yHKIMja, MATEMATUYKa JOTMKA UCTPasKyje NPUHIMIE Ha KOjUMa MOYMBAjY MaTeMaTUYKU
IOKa3! U (OpMAJHE CTPYKTYPE.

MaremaTuyka JOrMKa MMa MMUPOKY NPUMEHY y MHOOPMATUIM M BemTaudko] mHTesureHnuju. OHa je ocHOBa
pa3Boja IpOrpaMCKHUX je3WKa, aJropuTamMa U Teopuje ayromMaTa. & OOJJACTU BEIITauyKe WHTEIUTEHIU]e, MaTEeM-
aTWUYKa JIOTMKa OoMoryhaBa (opMasm3alnyujy 3Hama, Kpempame CHCTeMa 3aKbyUYWBamka M Pa3BOj ajaropurama 3a
IOoKa3uBame TeopeMa. IbeHa mpuMmeHa je HApOUYNWTO 3HAUAjHA y CTBAPAHy €KCIEPTCKUX CUCTEMA U BEPUPUKAIM]U
corsepa.

Osaj 3adamax ce cacmoju 00 dea nesasucna desa. Ilocmynax ce ne oueryje. Hezamuene noene ma o8om 3adamxy
He mootceme da dobujeme.

KBanTuduraropu cy jemaH on IJIaBHUX ajiaTa MaTeMaTWdYKe JOTHWKe, jep omoryhasajy (opMasiHO mM3pakaBame
yuusep3anuux (V) u ersucrenuujanuux (J) TBpABU, KAO U CHEMUOUUHAX TBPAKBU IOILYT NOCTOjamha TAYHO j€IHOT
esqementa (3!) koju 3amoBosbaBa oapebhenu ycmuos.

Oyurumja f u3 ckyna A y ckyn B (f : A — B) je cBaka penammja msmeDy enemenara ckynma A um ckyma B
(f € Ax B) taksa na (Va € A) (3'b € B) 3a roje je (a,b) € f (oBo mumemo b = f(a)).

3a f: A— B raxkemo 1a je uHjektmBHa (,,1-17) aro (Vai,az2 € A) (a1 # a2 = f(a1) # f(az)).
3a f: A— B raxkemo na je cypjekrmuBHa (,Ha”) ako (Vb € B) (Ja € A) Tako ma je f(a) =b.
3a f: A— B kaxemo na je oujernmja axo je ,1-17 u ,Ha”.

Ako je mara ¢ymrmumja f : X — Y u A C X, rana mony mupekTHOM cymkoM ckyna A, y osHauum f[A], mo-
Apa3yMeBaMo

flAl={f(a) | a € A}.

Axo je mara ¢ymrmmja f : X — Y mw B C Y, Taga mom MHBEP3HOM CJMKOM cKyma B, y osmamu f~![B], mo-
APa3yMeBaMo

f7Bl={z € X | f(x) € B}.

CrnobomHujuM peurnMa, QUPEKTHA CJIMKa CKyma A je CKyI CBUX BPEOHOCTHU Koje (yHKIMja f HOmesbyje eIeMEeHTAMA
ckyna A, MOK je MHBEp3HA CJIWKa CKyma B CKym CBUX ejieMeHaTa U3 JOMeHa (QYHKIMje KOjU Ce MPECIUKABajy y
eleMeHTe CKyma B.

Hanomenumo na je mHBep3Ha CiIuKa CKyna NeUHMCAHA 3a CBAaKy (YHKIU]jY, & HE caMo 3a Oujernuje.

Bam 3anarak je ma pasmarpajyhm ¢yesnujy f: R — R maty ca f(z) = 2? ompemure:

(a) [1 moen] f[[-2,1)]=

(6) [1 moen] f~1[ (—3,2025] | =

Y napedna mpu nodzadamxa mpeba y c6aKOM NPABOY2AOHUKY 06 3GOKPYHCUME MAYHO jedar cumbon. Y c8aKOM NPABOY2AOHUKY
mpeba da 3a0Kpyscume 0Haj cumbon koju fie npedcmassamu owo wmo je ,najoowe” wmo mosiceme da 3axpywume 0
odnocy dea cxyna (mwnp. ,,60mu” u Ljauu” je saxsyuar da eaxcu jednarocm dea cryna 00 C uau D).

Hexka je f: X — Y mpousBomHa (yHKEUUjA.

(8) [1.5 moen] Koju omrocu Baske 6e3 DONATHUX MPETIOCTABEM O GyHRIUju f7



N
I

flAIU A C = DJfAU f[A];  flA1 N A C = DJf[A] N flA)s  A[C = D Yf[Al; B[S = D]f[f (B

(r) [1.5 moen] Koju onnocu Baske y3 npermnocraBky na je [ unjexrusHa ¢yurnuja (,1-17)7

FlAIU A C = DJfAU f[Aa;  flA1 N A C = DJf[A] N flAa)s  A[C = D MfIAl; B[S = D]f[f (B

(m) [1.5 moen] Koju omnocu Baske y3 mpernocraBky axa je f cypjexruBHa (ysrummja (,Ha”)?

fIATU A C = DIfIA U flAa);  flAI N A C = D]flAiln flAals  A[C = D] YfIA); B[S = 2JfIfY(BI)

Hexka ¢(x,y) osnauasa © — y. Ha caumm je nar yHMUBep3yMm mmuckypca (TO je CKym cBux objerara KOJU Ce pa3Ma-
Tpajy y OKBUDY HATOT mpobiema).

~@ O =
@ © O
U

[2.5 moena] Koju enementu x 3am0B0o/maBajy popMmyiry

N
Il

(vy) (a(z,y) = —~a(y,y)) ?

Iomoh. (Vy) mompasymesa n y = .
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SAJATAK 2. JIMHEAPHA AJITEBPA

Jluneapua anrebpa 0aBu ce mpoydYaBameM BEKTOPA, BEKTOPCKUX NPOCTOPA, JWHEAPHUX TPAHC(HOpPMAIMja U CHC-
TeMa JIMHEAPHUX jeqHaurHa. Hasasy mupoky OpuMeHy y pasiunuuTum obsactuma Hayke u texaomoruje. Ome cy
OCHOBA 3a PeIIaBame CUCTEMA JUHEAPHUX jeTHAYMHA, MITO j€ KIbYUYHO ¥ MOAECIUPAILY U AHAJU3U Y WHKCHEPCKUM,
¢M3MUKUM U €KOHOMCKUM IpobisemnMa. Takobhe, MaTpurie ce Kopucre y KOMIjyTePCKOj Ipadunu 3a TpaHchopMa-
uuje CIMKa, y MAIIMHCKOM yUemy 3a o0pany momaTaka, Ka0 U y KBAHTHO] MEXAHUIM 3a ONUC CTaHkha CUCTEMA.

Marpuna je mpaBoyraouna tabesa OpojeBa ca m pemoBa u n KojsoHa. Ha mpumep:

a11 aiz2 ais
A= a1 Q22 423

asy asz as3

je Marpuna auMeHsuja 3 X 3.

Jluneapue omeparnuje HaO MaTPUAIAMA

Heka cy mare marpumne A u B numensuja m X n, rie je

a11 a2 -+ Qln b11 bio -+ bin
az1 Q2 - Q2n bor  baa - Do
A= . . . . >B =
am1 Am2 e Amn bml bm2 e b'mn
Tana je
aarr + Bbig aaiz + Bbiz -+ aar, + Bbiy
aas + Bbay aag + Bbar -+ aaoy, + Bbay,
aA+ (B =
Qlm1 + 6bm1 aQm?2 + Bme e QQmn + ﬁbmn

MHoskeme MaTpuna

Heka je A marpuna mumensuja m X n, a B MaTpuna aumeHsuja n X p.

a1 G2 - GQln bir bz - by

a21 Q22 -+ G2pn bar by - b2p
A= ,B =

ml Am2 Gmn bnl an o bnp

tana je nmpousBon marpuna A u B marpuna C' = AB mumensuja m X p:

C11 Ci2 -+ Cip

C21 Co2 C2p
C =

Cm1 Cm2 - Cmp

TakKBa Ja BAKN: C;j = G;1015 + ai2ba; + -+ + Ainbn; = ZZ:1 airbr;, 3a cee i =1,...,mu j=1,..,p. Ipyrum peunma,
BPEIHOCT Y -TOj BPCTU U j-TOj KonoHM Marpuie C' nobujaMo CKaJapHUM MHOKEHEM i-Te BpcTe Marpune A u j-te



BpcTe matpuine B. HaBeanmo mpumep MHO:KEHa MaTpuUlle AuMeH3uje 2 X 4 maTpunoMm aumensuje 4 X 3.

3 3 -1

2 -3 0 5\|-2 -4 0| (22 -7 48

1 -1 2 4)|-1 -3 —1| \11 -19 37
2 -5 10

Y mpBOj BpCTU ¥ IPBOj KOJIOHU NOOUjeHe MaTpuie ce Hajaasu 6poj 22 3a1o mwro je 22 = 2-34+(—3)-(—2)4+0-(—1)+5-2.

Jemuuuuna Marpuia

Jenunuuna MaTpuna je KBaapaTHa MATPULA KOja UMa jeAUHUIEe Ha [JIABHO] MUjaroHaau (04 TOPHEr JIEBOT A0 AOHEr
MECHOT yTJia), OOK Cy CBM OocTayu eneMeHTu Hyna. OsHauasa ce ca [,, rae n 0O3HAUYaBa TUMEH3M]y MATDUIE.
3a marpuny [, muMeHsuja m X 1, BaxKU:

100 0
01 0 0
I,=[0 0 1 0
000 -+ 1

MHuoskeme ca je JUHUYHOM MATPUIOM: 3a CBaky Marpuny A mumensuja n X n, Basku A- I, =1, - A = A.

NuBep3 marpure

MuBep3 marpume je mMarpuna kKoja, Kaa Ce IMOMHOKU Ca OPUTMHATIHOM MATPUIOM, Naje jeOIUHUYHY MAaTpPUILY.
Y oBOj cexkumju hemo neprHUCATA WHBEP3 MaTpUlle, HABECTU YCJIOBE MO KOjUMa IIOCTOjU, M IPUKA3ATU HAYUH
H,eTOBOT M3padyHaBama.

Jepuaniyja nEBEp3a MaTpPUIE
Hexa je A kBanpaTHa MaTpuna arMensmja nxn. Marpuna A~! ce Ha3uBa MHBEP3 MATPHULA MATpUIe A aKO BasKu:
A At =A"1 A=1,

roe je I, jenuHMYHA MaTpHUIa OUMEH3Uja M X N, Tj. MaTpUIa y KOjOj CYy CBU €JIEMEHTHU BaH IJIABHE NUjaroHAJE
HyJIa, & CBU €JIEMEHTU Ha TJIABHOj NUjaroHAJ U Cy jemnHaru 1.

Y cnoBu 3a mocrTojarbe MHBEp3a

Axo marpuna A uMa MHBEP3, KajKeMO 14 je UHBEPMUOUAHG U Tada MOpajy OUTU UCIymeH cieneliv yciaoBu:

- Marpuna A mopa Gutu kBampatHa (Tj. 6poj pemoBa Mopa OuTH jenHak GPOjy KOJOHA).

- IerepMmunanTta matpune A mopa 6utu pasnauuura ox Hyue, Tj. det(A) # 0. Axro je det(4) = 0, maTpuna Hema
nHBEp3. Y KaCHUjeM TeKCTy heMo nepuHuCATH TeTEPMUHAHTY.

Pauysame mHBep3a marpurne 'aycoBuM omepanmujama

Pauyname unBepsa marpune A momohy I'aycoBux omepammja 3axreBa m3Bobheme TpaHchopManuja HA peIOBUMA
Marpuiie A Kako OU je TpeTBOPUIM Y jeIUHUYHY MATPUILY, Y3 UCTOBPEMEHO M3BODEme MCTUX omepaiuja Ha je-
MUHIYHO] MATPUIM KAKO OMCMO mo6umu mHBep3Hy Marpumy A~

IIpernocraBumo na je marta MaTpuna A U na ;KeJIMMO Ia M3padyHaMmo meH uHBep3. Kopammu cy cuaenpehu:

1. ouumemo ca npomwmpenoM marpunoM [A|I], rae je A MaTpuna Kojy sKeauMo 1a nHBepTyjeMo, a I je jeauHudna
MaTpulla UCTe IUMeH3uje Kao A.

2. IlpuMmemyjemo omepamnuje Ha PEIOBMMA HA MPOMMPEHY MaTPUIy TAKO Oa JeBa CTPaHA MOCTAHE jeIMHUYHA
MaTpuna. JlecHa cTpaHa Ha Kpajy OBOT HOCTyHKa he Gutm A1,

4 7

2 6
IIpBo mpomwupumo Marpuily A ca je AMHUYHOM MaTpuiom I:

ITpumep. Pasmorpumo marpumy A =

47 10

ATl =
4111 2 6 | 01



Kopaxk 1: IlpaBumo mpBu esieMeHT y TpBOM peny aa Oyne jemmak 1. Ilomemmmo npBu pen ca 4:

1

P30
2 6

1
4
| 0 1
Kopaxr 2: IIpaBumo emement mcmon mpse 1 y mpeBoMm peny na Oyme jemmak 0. Onpysumamo 2 myTa OPBU Pel OL

Ipyror pena:
1

0

|50

| -4

INI[S NN

. : : 5.
Kopax 3: IIpasumo npyru enemenT Ha aujaronasu na Oyzxe jemnak 1. Ilomenmmhemo apyru pen ca 3:

1
0

30

— Rl

|12
5 5
) . 7 .
Kopax 4: IIpasumo enement msnan apyre 1 ma 6yne jemmax 0. Omysmumamo j myTa APyTH Pel O MPBOT pefa:
3 7
Lo | 2 -5
1 2
01 | -5 3

JleBa cTpaHa je caja jeUHMYHA MATPWIA, a JECHA CTPaHa je WMHBep3Ha Marpuma AL

Ilakne, nuBep3 marpune A je:
3 _7
A—l _ 5 10

_1
5

(SN

CormcrBene BpeoHOCTHN M COIICTBEHUN BEKTOPU

3a mary marpuily A muMmeHsuwja n X M, COINCTBEHA BPEIHOCT A\ U COICTBEHM BEKTOP v 3a10B0JbaBajy ciaenehy
jemmaunnay: A-v = A-wv, toe je v # 0. Y OBOM KOHTEKCTY, COIICTBEHU BEKTOP ¥ NPEICTAB/bA CE KAO KOJIOHA
MaTpuna:

U1

V2

Kaxo ce namasze?

CorncTBeHne BPeIHOCTHU Ce HaJla3e pelllaBameM KapaKTePUCTUYHE jeTHAYUNHE:
det(A — M) =0,
rme je I jeiuHUYHA MATPUIA UCTE AUMEH3Uje Kao A.

Concreenn Bekropu ce nobujajy pemasameM jemuaunne A-v = \-v (umm w0j exBusanentre (A — \-I,)v =0) 3a
CBaKy COIICTBEHY BPEITHOCT .

KoukperHno, ako je n = 3 03HAYMMO nOa je 3a OATY COICTBEHY BPETHOCT A OAroBapajynu COICTBEHM BEKTOD
x

v = |y | moocmarpamo jemHaumny A-v = \-v Ka0o CHCTEM jeJHAYMHA IO T, Y U z. 3a pazaudure A nobujamo
z

paznuunre cucreMe jenHaunHa. Jlobmhemo pemema TOT crucTeMa jeqHAYMHA Yy IapaMeTapCKOM OOIWKY, Tj. Oa
Tpeba ma Baxkum Hnp. = = 0, y = 2z. CBako pememe OBOI' CUCTEMA je COICTBEHU BEKTOP 3a HATY COICTBEHY
BPEOHOCT A, aJiu 33 padyyH HaMa noTpebaH y OBOM 3aaTKy Tada 3a COINCTBEHU BEKTOD U MOMKEMO y3eT! OO KOju
IpeaCcTaBHUK peliema Tor cucrema, Hup. v = (0,2,1). Pasmor 3amro MoskeMo y3eTu OMIIO KOju IPEACTABHUK je
34TO IITO Ce CBa Pemema OBOT CUCTeMa MOTy mpukasatu y obmauky z(0,2,1).

JInHeapHa HEe3aBHUCHOCT BEKTOpa

Ckyn Bexropa {v1,vs2,...,VU;} ¥ BEKTOPCKOM IIPOCTODY j€ JMHEAPHO HE3aBUCAH AaKO HUjelaH BeKTop Huje moryhe
IpPEeICTAaBUTU KAO JIMHeapHy KOMOuHanujy ocranaunx Bekropa. OBo ce MOke (pOPMAIHO 3alKUCATUA KAO:

v+ v+ -+ =0ci=cp=---=¢,=0.



Ha npumep:

o JluHeapHO HE3aBUCHU BEKTOPH v RZ:

1 0
U1 = ’ Vg =
0
e Jluneapmno 3aBucHU BekTOpu y R2:
1
U1 = ) V2 =
2

JlerepMuHaHTA MaTPUIE

IlerepmunanTa kBanpartHe marpulle A muMmensuja n X n je 6poj koju ompebyje cBojcrBa marpume. 3a n = 3,
NETEPMUHAHTA j€:

det(A) = an(a226l33 - a23a32) - a12(021a33 - a23a31) + a13(a21a32 - a22a31)-

3a OIWITH CIIy4daj:
n

det(A) = "(=1)"ay; det(M, ),

Jj=1

rae je M; ; MmusOp Marpuie A, 0ZHOCHO MaTpuua JoOMjeHa yKIAmameM IPBOI Pela U j-Te KOJOHE.

Tarobe, jom jenso cBOjCTBO meTepMHMHAHTE HEKE MaTpHUIE, jeCTe Oa Ce AeTepMUHAHTa MaTpule A He Mema YKO-
JINKO y3MEMO HEKY KOJIOHY, MMOMHOKUMO je HEKUM PeajHUM OpojeM, W JoJaMO ApYyroj KoJionu. MlcTo Basku u 3a
TpaHC(hOpMaLNjy KOja Ce CACTOjU U3 y3UMamha HEKOI' pela, MHOXKeHa OUJIO KOjUM peajHuM OpojeM M I0AaBameM

OPYTOM Deny.
IIpumeTumo na je meTepMUHAHTA jeAMHUYHE MaTpule jeqHaka 1.
Busyesnu npumep MuHOpa
Ako je:
air aiz2 as
A= a2 ax as|,
asy azz ass

Taga je My o:

Komu-BureoBa Teopema

Heka cy A u B marpune numensuje n X n. Tana je
det(AB) = det(A) - det(B).
IMocaemama: 1 = det(l,) = det(P - P~1).

Jlujaronasma Marpuia

Matpuna ce HazuBa Juja20HAAHOM MAMPUYOM AKO je KBaAPATHA W CBU HEHU €JIEMEHTU BAH [VIABHE UjaroHAJEe CY
jemnaku Hynu. To 3HAYUM Oa BaKWU:

dii 0 0 - 0

0 dys O -+ 0

D = 0 0 d373 s 0
0 0 0 dn.n

Tana je det(D) =dy1-dag- - dnn.



Jujaronasm3anuja MaTpume

Hujaronanusanuja marpure A mompasymeBa Hajlaskeme NujaroHasne marpune D u mBepTuOMiHe Marpune P
TaKBe Ia BayKU:

A= PDP .

Ilocrynak mujaroHasm3anuje

Cnenehu kopamu Bose 0 aujaroHajusanuje Marpuie A:

1. NM3pauynaBame concrBenux Bpemaoctu Mmarpure A: [Ipomabure concrsene Bpemnoctu marpune A pema-
BAHEM KAPAKTEPUCTUYHE jeTHAUUHE:

det(A — AI) = 0.

Osne je I jenqunuuHa MaTpuUlla UCTE AUMEH3Uje Kao A.

2. IIpoBepa mujaronasm3adbUIITHOCTH:

HATIOMEHA (3a pemaBame OBOT 3aJaTKa, MOKeTe IMPECKOUYUTU OBaj Kopak) IIposepure ma sz je cBaka
COIICTBEHA BPEAHOCT HENETE€HEPUCAHA, Tj. Oa MMa MOBOJLHO COICTBEHUX BEKTOPA JAa MONYHU AUMEH3Ujy MPOCTOPA.
AxkoO HEKa COICTBEHA BPETHOCT HEMA MHOBOJLHO COIICTBEHUX BEKTOPA, MATpUIA HUje NUjaroHaJ u3abuiiHa.

3. Hasazak comcTBEeHHMX BEKTOpa: 3a CBaKy COICTBEHY BpemHOCT A, HahuTe mITo Bumle JWHEAPHO HE3ABUCHUX
COIICTBEHUX BEKTOPa PENIaBamheM CUCTEMA:

(A= Xv =0.

4. Kpeupame marpuiie P: Popmupajre marpuiy P umje cy KOJOHE JMHEAPHO HE3aBUCHU COINCTBEHU BEKTOPU
MaTpuie A.
ITpumep: IIpermocraBuMo ma cy colcTBeHu BekTopu Marpuie A ciaenmehu:

vn=\2, ve=|-1|, vs=]-4
3 1 1

Marpumny P dopMupamMo KAO MaTPUILY 4YMje Cy KOJOHE COICTBEHW BEKTOPU MaTpune A:

1 -1 5
P=(2 -1 -4
3 1 1

5. ®opmmpame mujaroHasae marpune D: Hanpasure marpumy D tako mro here Ha riaBHy qujaroHaly
youcaTu COmcTBeHe BpenHoctu marpune A. BuTHO je kKojuM pemocienoM CTaBibaTe CONCTBEHE BPETHOCTHU. AKO
riaegaMo IpUMEp rope, W Ha IPUMEpP HEK HaM je 3a ¥] COICTBEHAa BPENHOCT jemHaka 1, 3a vy jemHaka 3 U 3a U3
jemmaka —2. Ompma ako cmo matpuiy P nobumau tako cto ¢Mo nopebasu BeKTOpe v,V W ¥3 TUM PEIOM, OHIA
hemo ma ma maujaromaJry pemoM CTaBUMO oaroBapajyhe comcTBene BpemHocTu, ma he D ma HaMm m3riena OBaKO

6. PuHamHM pe3dynarar: HakoH nmperxomHnx Kopaka, OUjaroHAJIM3ANNja je 3aBPIIEHA, U BAKU:
A=PDpP .

Hanomena: Ila 6u marpuna A Ousa nujaroHaau3abuiiHa, MOpa UMaTU 7 JUHEAPHO HE3aBUCHUX COICTBEHUX BEK-
Topa, rae je n auMmensuja marpune. OBa HAIIOMEHA je Ty CaMO PaIy KOMILIETHOCTH.



Iompebro je da xonauna pewerva ynuweme y 3a mo npedsubene npasoyzaonure. Ilocmynar ce we oyeryje. Hezamuene
noeHe Ha 060M 3adamxky He mosceme da dobujeme.

Hara je matpuna B mumensuja 3 X 3:

13 1 -11
B=115 5 -17
6 1 —4

(a) [2 + 2 moena] IIporahwu concTeene BpenHOCTH U CONCTBEHE BEKTOpE MaTpure B.

(0) [2 moena] M3pauynatu nerepMuHanTy marpuie B.

(8) [3 moena] Uspauynaru B20%4,
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SAIATAK 3. AHAJIUTUYKA 'EOMETPUJA

Jenna on BaKHUX T'paHa aHAJUTUUYKE FeOMeTpUje jecTe cpepHA reoMeTpHja, Koja mpoydaBa OONUKe HA Cepu.
Ilok je kmacuyHa reoMeTpuja, nonyT EykiaunoBe, 3acHOBaHA Ha PABHUM JIMHMjaMa M PABHUM IIOBPUIMHAMA, CepHa
reoMmerpuja ce bDaBu ¢uUrypama Ha MOBPIIMHU cpepe.

Hajsnauajuuja pasnuka je y Tome mTo y chepHOj reomerpujun Hajkpahu myt m3ameDy nBe Tauke Huje npasa, Behl
Hajkpaha kprBa Ha cdepwm kKoja moBesyje Te nBe Tauke. Muora TBpDhema M3 KiIacuUUYHE IeOMeTpUje HE BaKe y
cpepHOj reOMeTpHju - Ha NPUMeDP, KOCUHYCHA TeOpPeMa 3a TPOyrao.

C¢epna reoMerpuja nMa 3HAUAJHY IPUMEHY y ACTPOHOMUJU W reorpaduju, jep ce mianera 3emMiba MOMKE MOIe-
soBatu kao cpepa. OBa obmact reomerpuje omoryhaBa ga ampOKCHMHPaMO OYKAHE PyTa aBUOHCKUX JIETOBa. Y
aCTPOHOMUjU, U3PaUyHABAWKE pACTOjama m3MeDy 3Be3na M BUXOBUX KpeTama M0 HeDy 3aCHUBA Ce Ha IPUMEHU
cpepHe reomMeTpUje.

YKOIMKO mocMaTpaMo paBaH u cdepy, HIOCTOju HEKOINKO MOoryhHocTu 3a BuxoB Mehycobuu mosoxaj. Y Kpajme
HEMHTEPECAHTHOM CJydYajy paBaH he mpomammtu chepy. Y CyOpOTHOM, paBaH U chepa MMajy 3ajeIHUUKUX
Tayaka, TJe je IpBa MOryhHOCT ma ce paiu O CaMO jelHO] 3ajeIHUYKOj TAYKA U TaAa je V MATAlky TaHCeHTHA pa-
BaH Ha cdepy. IIpeocraje moryhuoct rama ce paBan u cepa cery mo Kpyry. Jlako je mpumeruTu ma je mpecedsHu
Kpyr HajBehwu kKaga paBaH mpoJsia3u Kpo3 meHTap chepe. Takap Kpyr ca chepe, duju ce meHTApP MOKJIAIA CA IIEH-
TpoM cepe, 30BEMO BEJWIKM KpYT. ['eorpadcku mpuMepu cy MEPUANjaHU KOjU Cy IIOJIOBMHE BEJIUKOr KPYTra, HOK
Cy CBe IapaJiejie MaJli KPYTOBU, OCHM €KBAaTOPa KOJU jecTe BeJUKU KPyr. Besuku xpyrosm nobumjajy Ha 3HAYAjY
Kala CXBaTUMO na ce Hajkpalie pacrojame maMmeby nBe tauke Ha chepu peanmidyje Hamr Mo YKy BEIUKOT KPyra
KOjU UX cIaja.

ITocmarpamo HajjemrocraBHUjy chepy y TPOAMMEH3UMOHOM IPOCTODPY, chepy MONyIpedyHMKA 1, ca IeHTPOM y KO-
OPAVHATHOM TTOYETKY:

2= {(x1,20,23) : v} + 23 +25 =1}
Cpakn Taury ca chepe X € S? MOKEMO TOUCTOBETUTH Ca HEHUM BEKTOPOM TMOJIOKaja y OJHOCY Ha MeHTap chepe
u yjenuo roopauHaTHU nodyerak O, mro je jemuuuuau Bekrop OX. Coepru Tpoyrao ABC npencraBibajy Tauke
A, B,C € S?, npu ueMy 3axTeBaMo Ja Cy HBUXOBU BekTopu momoxaja, OA, OB u O? JINHEAPHO HE3aBUCHU.
Pa3nor 36or KOjer yBOJIUMO OBaj MONATHU YCJIOB JUHEAPHE HE3aBUCHOCTU je na M30erHeMo IBOCMUCIECHOCTH.
Hauwme, ykoauro cy Bexropu OA,OB u OC' nuseapuo 3asucuu, To cy tauke O, A, B, C konnanapue (mpumanajy
1cTOj paBHM), oxakie cuaenu na A, B,C npunanajy HEKOM BeJINKOM Kpyry. AHaJjoruja ca paBaHCKOM IeOMeTDHjOM
je Ta ma He MOKeMO roBopuTH O Tpoyriay ABC yKOIMKO Cy Tayke KOJIWHEADHE.

Crpanurne cpepHOr Tpoyria aehuHUIIEMO Kao Kpahe JIyKOBE BEJIMKUX KPYyroBa Koju crmajajy Temena. Ilykune
CTPaHUIA MOKEeMO obesexxkutu ca a, b u c.
¥Yrao namebhy crpannna cpepHOr Tpoyria je yrao uaMmeby oarosapajyhux TaHreHTH y TEMEHMMA:

— — —
a=<(Tap,Tac), B=<Tpa,Tsc), v=<Tca,TcB).




WcnocraBma ce ma 3a chepHU TPOYTaO BaKU
cosa = cosbcosc+ sinbsin ccos a,
ITO je MaHIaH KOCUHYCHOj TeOPeMU eyKJIuICKe reomerpuje. [lanman cunycHe Teopeme je:

sina sinb sin ¢

sina sinf  siny’

IlocToju 1 myasHa KOCMHYCHa TeopeMa, Koja maje OmTHOC uaMeDy yriosa:

cos o = — cos [ cosy + sin B sin y cos a,
cos B = — cosy cos a + sin -y sin a cos b,
cosy = — cos acos 3 + sin asin 3 cos c.

O6uMm tpoyrao ce medpunmme kao 36up cBux crpanuna O = a + b+ ¢, TOK ce MOMKe HOKA3aTU 04 je IMOBPIIUHA
cpepuor tpoyrina P =a+ B+ — .

Iompebro je da xonauna pewersa ynuwume y 3a mo npedsubene mpasoyzaonuxe. Ilocmynax ce we ouerwyje. Heza-
mueHre noexe Ha 0680Mm 3a0amry He mosceme da dobujeme.

(a) [4 moena] Ilat je kpyr momympeunmka r1 kKoju caap:xm tauke A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) (Bmoetu cauky
ucnon). Osmauumo ca di pacrojame mamehy Tauaka A u B mepeno mo tom kpyry. Osmauumo ca dy Ly:KUHY
crpanune koja cunaja tauke A m B cdepuor tpoyraa ABC (tj. pacrojame tavaka A u B MepeHO mo je-
MUHUYHOj] cepu ca IMEeHTPOM y KOODAMHATHOM HOYeTKY - Tadku ca koopaunarama (0,0,0)). Tana je dy — dy
jeqHaKO:

2
0) [5 moena] Cpepru Tpoyrao ABC koju ce HANA3U HA jeJUHUYHO] CHepU UMa, yrIiIoBe (v = E, - U MIOBPIIUH
y J J J y 3 3 y

P= % Hoeros obuwm je:
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SAIATAK 4. YBOJI Y BEPOBATHORY

Beposaruoha je rpama maremaruke Koja ce 6aBu MpoydyaBameM CIYyUajHUX [0jaBa U HuUXxoBux mcxomxa. Owna
omoryhaBa KBaHTH(UKANN]Yy HECUTYPHOCTU UM MOMasKe y MOHOWIEHY OMIYKA y CHATyalrjaMa [Oe WCXOAU HUCY
yHanpen no3Hatu. OCHOBHE 3alaTak MCTpaykuBadva y obiaacTu BepoBaTHONE je na mAeHTU(UKYje OCHOBHE KapakK-
TEPUCTUKE CIIyYajHOr EKCIIepUMEHTa, meduHUIe oaropapajyhm mpocTop BepoBaTHONE m pa3Buje Momene KOju
omoryhaBajy amasu3dy m npensubame Oymnyhwmx mcxoma. BepoBarmoha mma mmpoKy mpuMeHy y CBAKOTHEBHOM
JKUBOTY W pa3lIuvYUTUM obsiacTuMa Hayke. Ha mpumep, kopucTu ce y urpama Ha cpely 3a mpensubame mamHce 3a
noOUTaK, y CIOPTCKAM CTATUCTUKAMA 33 aHAJIN3Y YUMHKA UCpada, U y METEOPOJIOTUjU 3a MPOILEHy BepoBaTHOLe
BPEMEHCKUX MojaBa momnyT kuie. Takohe, BepoBaTHOha Urpa KbydHy yIOry y AJrOPUTMUMA, IPYIITBEHUX MPEKA
U BUIEO UTapa, TAe MOMasKe y T€HePUCamkhy HACYMUYHUX gorabaja mim mepcoHasn30BaHUX IPENOPYEA.

OcHoBHU MOjMOBUM y BepoBaTHOhu

ITpocrop morabaja

IIpocrop morabaja (£2) je ckym cBux Moryhux mcxona HEKOT ciydajHOr ekcrmepuMeHTa. CBAKM €JIeMEeHT OBOr
CKyHla IPeACTaBba jedaH MOrYyNu MCXOM.

ITpumep 1: Kox Ganama nosumha, npoctop morabaja je @ = {mmcmo, rmasa}.

IIpumep 2: Kox 6anama mecrocrpane koukune, npocrop morabaja je Q = {1,2,3,4,5,6}.

Cayuajuu norabaj

Cayuajuu morabaj je momckyn mpocrtopa morabaja, koju obGyxsara ompebene mcxome. Ha mpumep, ako pasma-
TpaMo Galname KOIKUIE:

e A:  Koukuna nokasyje napan 6poj” je cayuajuu morabaj A = {2,4,6}.

e B:  Konkuuna nokasyje 6poj mamu ox 4”7 je cayuajuu morabaj B = {1,2,3}.
Axo je norabaj jemmax mesom npoctopy norabaja (A =), To je curypan morabaj. Ako je nmpaszam ckyn (A = 0),
To je Hemoryh morabaj.
BepoBaraoha

Beposartuoha je ¢ynruuja koja cBakom morabajy A mpunpyskyje 6poj uz unrepsana [0,1]. Pymruuja P mopa
3anoBosuTH cienche ocobune:

e Hemeratusnoct: 3a csaku norabaj A saxm 0 < P(A) < 1.
e Beposaruoha curypaor morabaja: Beposatanoha na ce moromu curypan gnorabaj je P(Q) = 1.
e Beposatmoha memoryher morabaja: Beposarnoha memoryher morabaja je: P(0) = 0.

e A muruBHOCT 3a mucjyuktHe norabaje: 3a komauan 6poj mucjyuxktaux morabaja A, As, ..., A, Baxku
n n
P (U Ai> => P(4)
i=1 i=1

KomnaemenT norabaja

3a csaku morabaj A mepumucan y npocropy morabaja 2, kommuement morabaja A, osmauen ca A€, mpencraBiba
CKyI ucxona koju He npunanajy A. ®opmanno, A° = Q\ A. Jacuo, 3a kommiement Basku P(A) + P(A€) = 1.

ITpumep: [Ipernocrasumo na Gamamo crammapaHy mecrocTpany komkuiy. Axo je morabaj A: ,Mcmao je mapan
6poj” (A={2,4,6}). Tana je A°: ,Vcnao je menapau 6poj” (A° = {1,3,5}). Beposatuohe cy:
3 3

P(4) =2 =05, P(A%)=5=05 P(A)+P(4) =1



Y cnoBHa BepoBaTHOha

Ycaosua BeposatHoha P(A|B) npencrasma BeposatHoNy ma ce moromu norabaj A, mon yciaoBoM ma ce IOrOANO
norabaj B. Iedununme ce hpopmyrom:

P(ANB) .
$opmysia mormyHe BepoBaTHOhe
Axo je mpocrop morabaja momemen Ha mucjyurrae morabaje Hi, Ha, ..., H, (T3B. Xumorese) KOju MOKPUBA]y O

npocrop (Hy UHsU---U H, =), rana seposaraoha norabaja A moske na ce u3pasm Kao:

P(A) =Y P(H;)- P(A|H;).

i=1

IIpumep

3amMmucanMo exkcnepuMenT: Baramo mecroctpany koukuiy. Vizpauynajmo BepoBatHohy morabaja: ,,Bpoj je mapan
u Mamu on 5.

Pememe. Osmaunmo A: ,Vicmao je mapam 6poj” (A = {2,4,6}), a ca B: ,Vcnao je Gpoj mamu wiu jenHak
3” (B ={1,2,3}). Jacuo, BepoBarnohe Tux norabaja cy P(4) =32 =0.5u P(B) =2 =0.5.

IIpumernmo cana, BepoBarHoha na je mcmao mapas 6poj u na je taj O6poj mawmu unn jennak 3) je P(AN B) = %
(momrro je AN B = {2}). Cauuno, Beposaruoha ma je ucnmao napan 6poj uau O6poj KOjU je MamU UM jJeJHaK 3 ce
MO’K€e M3pavyHATH IPUHIUIOM yKIbYUeHha U UCKbYdemha (& MOKE U HA APyTe HaUUHe, aju OBIAE DA WILyCTPAalje
IPUKa3yjeMO OBO Delleme), YnMe 4o0ujaMo

1 6 1 5
P(AUB) = P(A) + P(B) = P(ANB) =05+ 05— o =« — = = .

Cana, ycaosaa BepoBatHohia P(A|B) ce pauyna Ha caemelin maumn: ako 3saMo na je 6pOj Mamy WM jeHAK 3

(B), Tpaskumo BepoBaTHONy na je 6poj napan (A), wro naje P(A|B) = P;’?g?) =5=1

3
Koumauno, uspauynajmo sepoBataohiy morabaja C: ,,Bpoj je napan u mawu ox 5”. Osaj norabaj moskeMo uzpas3utu
nomohy maprunuje npocropa nedunncane norabajuma Hy : ,Bpoj je mawu nnn jemmax 37 (Hy = {1,2,3}) u Ha:
,bpoj je sehim on 3” (Hy = {4,5,6}).

ITpumernom popmyny normyse BepoatHolie nobujamo P(C) = P(C|Hy) - P(Hy) + P(C|Hs) - P(Hz). Beposatnoha
P(H,y), na je 6poj mamu unu jemnHak 3, je P(Hp) = % = 0.5, nok je P(Hy) = % = 0.5, jep oba ckyna mmajy mo
Tpu enemenra. Beposarroha P(C|H1), na je 6poj mapan y Hi, je P(C|Hy) = P({2}) = %, a P(C|H;), na je 6poj
napan y Hs, je P(C|Hz) = P({4,6}) = 2. 3amenom y dpopmysy normyre seposarHolie mo6ujanmo

oluoi-

1 2 3

3amarak 1

Hera cy A, B,C, D u FE norabaju ca nosutusBHOM BepoBaTHONOM, ne¢uHUCAHN ¥ OKBUPY HEKOT mpocTopa gorabaja
Q.

(a) [2 moena] Ha nu je moryhe ma cy mcroBpemeHo ucnymene ciaeznehe HejennakocTu:
P(A|C) < P(B|C), P(A|C°) < P(B|C®), P(A)> P(B)?
a) ma, yBeK 6) mocToju Ciyyaj y KOM Baske CBE TpU B) HE, HAKA]Q r) HEMa NOBOJLHO MHPOPMAIMja

(6) [3 moena] Ako je P(D) < 1, mposeputu koja ox cienehux ekpuBanennuja Huje Tauda (Moryhe je 3a0kpysruTu
jeaH UM BUIE OATOBODA):

1. P(D|E) > P(D) < P(DE) > P(D)P(E),
2. P(DE) > P(D)P(E) <= P(E|D) < P(E|D°),
3. P(D|E) > P(D) <= P(E|D) > P(E|D").

a) Exsusaneniuja 1 6) ExBuBanenuuja 2 B) ExBusanenuuja 3 r) Cee eKkBUBAJIEHNU]e Cy TAUHEe



3amarak 2
Ha ocuoBy cnpoBeneHOr mcTpaskuBama, mo3HaTe cy ciaenehe naGopManyje o NIOTPOIIAYNMa y CYIEPMapKETy:
e A: TloTpomau Kymyje MIEKO.
e B: Ilorpomau nona3m yjyTpy.
e (' Ilorpomau nosa3u mOMOIHE.
e D: Ilorpomau nosnasu yBeuye.
Ilonmamm:

e Beposarnoha ma morpomad Kynu MJIEKO ako moiasu yjyrpy je P(A|B) = %

)

e Beposarnolia na norpomau nonasu yjyrpy je P(B) = 3,

3

e Beposarnoha ma morpomau Kynu MiIeko ako monasu nononue je P(A|C) = 15

e Beposarnoha ma norpomau nosasu momoaHe ako kymyje muexko P(C|A) = %,

7

¢ Beposarsoha ma nmorpomau kymyje miaeso P(A) = 55.

(a) [2 moena] Kosuko je P(C)?

7 21 6
6) - B) % F) ?

(6) [2 moena] Uspauynaru BepoBaTHONy na morpomady Kymyje MIeKo yjyTpy uin nonoare, tj. sahn P(AN(BUC)).
IIpernocrasuru na cy B u C mucjyurrau morabajum.
203 7 7 17
26 — L i
V0 Y10 Y Yo
3a pamo3HaJe

Jecre nu 3Hanu? Axo y mpocropuju uma 23 ocobe, nocroju npeko 50% mance na mBoje on BuUX uMajy pobherman
uctor mana! OBO je mo3HATO Kao mapaaokc pobennana.



DuHAJIHO TAKMUYEHE

‘) CTYAEHTCKA YHUJA 1 oo muhpa
MATEMATUYAPA ph)

HS Algorithm 2024

SAJATAK 5. MATEMATUYKA AHAJIU3A

Ananu3sa je MaTeMaTuuka 00JACT KOja ce DABU M3yUyaBameM IPAHMYHUX IPOIeca U OECKOHAYHO MAJIUX BEJIUYMHA.
JenaHn o KbyUYHMX TIOjMOBA MaTeMaTUUKe aHaJu3e jecTe JauMec (IPeBOJ| Ca JIATUHCKOT Ha CPICKA je TPAHWIA).
JIumec je on u3yseTHOr 3HaYaja y MHOTUM objactmMa. Ha mpumep, y MAIMIMHCKOM yUeHY KOPUCTU C€ 33 AHAJIU3Y
KOHBEPreHIUje IPAIUjeHTHOT CIIyCTa KAKO OU Ce OCUTypaJio na HU3 alpOKCUMANWja TEKU MI00ATHOM MUHUMYMY
¢yurmuje ryourra. OBO je KBbYYHO 3a MOTBPAY €PUKACHOCTH U TAYHOCTU MOIEJIA.

CynpemyMm, nHGUMYM, MAKCUMYM ¥ MAHUMYM CKyIla
Heka je S menpasan moickyn ckyna peasinux 6pojeBa R (Moske Outu u GeckoHAUAH).
e CympemywMm (HajMame ropme orpaHmdene) ckyna S, y o3uamnu sup S, je 6poj Koju 3a10BObaBa:

1. Ve € S,z <sup S,

2. Yy < supS,dz € SrtakBo may < x. Ako He mocToju peasaH 6POj KOjU 3a00BOJbABA IPETXOMTHO, AU 34
cBaku peaJsian 6poj M mocroju x € S TakBo ma je x > M Tama kaxkeMmo na je sup S = 400

e Nndumym (majsehe mome orpanmueme) ckyna S, y osmanu inf S, je 6poj koju 3amoBomasa:

1. Vx € S,z > inf S,

2. Yy > inf S,dx € SrakBo may > x. Ako He mocToju peasiaH OPOj KOjU 3a10BOJHABA MPETXOMIHO, AU 34
CBaku peaJian Opoj m mocToju x € S TakBO ma je x < m, Tama Kaxkemo na je inf S = —oo.

e Makcumym ckyma .S, y o3Hamu max S, je 6poj Koju 3aJ0BObaBa:

1. maxS € S,
2. Vx € S,z <max§.

e MunuMmywMm ckyna S, y o3Hamu min S, je 6poj KOju 3aq0BOJHLABA:

1. minS € S,
2. Vxe S,z >minS.

11
FIVIRE Tana je:

N |

1
ITpumep: Heka je S = { |n e N}. UnanoBu Tor Cckyma cy 1,
n

supS =1, infS=0, maxS =1, minS He nmocroju.

min .S He mocToju jep uiaaHoBU CcKyma S Mory 6utu npousBossHO Gausy 0, a 0 &€ S.

Hus3 je ¢pynrknuja a : N — R, rge cBakoM npuponHoM O6POjy n OPpUAPY:KYjeMO peasaH Opoj a,.
e Hus (a,) je MmoHOTOHO pactyhm ako BaxEm a, < dnp11 34 CBAKO N = ng, 3a ng € N (IIOUEB 0 HEKOT Ny BAKN);

e Hus (a,) je MmoHOTOHO omamajyhm axo Baku a, > dni1 3a CBaAKO N = ng, 3a HEKO ng € N (moues om HEKOT
N BAKN);

e Hus (a,) je orparmuen ako mocroje Gpojesu m, M € R taksu na m < a, < M 3a cBako n € N.

JInmec HU3a (a,) je 6poj L 3a koju Baskm:
(Ve >0)(Ing e N)(n 2 ny = |an — L| <¢).

Osaj mojam ce kopuctu na 6u ce omucao 6POj Ka KOjeM UIaHOBU HU3a TEKe, KAKO 7 pacTe, OQHOCHO He(OPMAJHO
rosopehu, L je mumec Hu3a (a,) aKO Cy IOYEBLIM O] HEKAJ CBU WIAHOBU HU3A Q4 IPOU3BOJLHO Gausy L. Ako Hu3
(an) mva mumec L, KaskeMO Ja HU3 KOHBEPrUpa U MUIIEMO:

lim a, = L.

n—oo

Osaj mojam ce xkopucTu fa 60U ce onrcao 6POj Ka KOjeM WIaHOBU HU3A TEKe, KAKO N pacTe. AKO He TOCTOjU OBAKBO
L xasxemo ma (a,) HEMA KOHAYAH JILMEC.



IIpnmep 3a mmMec Hu3a

(=n"

Pasmorpumo #u3 a, = ~—>—, n € N. Mu sxemumo na nokaxemo na je limy, o an = 0. Ilpema nedunmmmju mumveca

HU3a, Tpeba ma MOKakeMo 1a 3a cBako € > 0 mocroju npuponan 6poj N Takas na 3a csaku n > N Baxku |a, —0| < e.

. —1)" .
IMornenajMo ancosyTHY BPEAHOCT diaHa Hu3a |a, — 0] = (G201l % Tana 3axTes |a, — 0] < € mocraje 1 < ¢.

n n

IToctaBumo N = E—‘ (oBO je o3Haka 3a ropmu 1neo neo 6poja). Tana 3a csaku n > N umamo n > % na je u % <e.
Iakne, 3a cBako € > 0 mocroju N Takas na je |a, — 0| < & 3a cBaku n > N. Ilpema nedununmju sumeca, ciemu
na lim, . a, = 0.

Teopema. CBaky MOHOTOH 1 OrpaHwdeH Hu3 (a,) KOHBEPIrupa.

JIumec ¢yHrmuje ako mvamo Hu3 (a,) Koju komBeprupa ka L, tama he w mm3 (f(a,)) ma xomseprupa ra L
YKOJIUKO je ¢yHEnuja Henperunmna. OBaj mojaMm ce KOPUCTH KAKO OU ce OmMcaja MOHAIlama (YHKIUje y OKOJIUHU
TayKe @, YaK Mako (QyHKIVja HUje Oe(pUHICAHA y CaMOj TAYKU (.

Henpexknnae ¢pyHKmuje

Oyurumja f(r) je HempekumHA y TAUKM G aKO Bayku lim, ., f(z) = f(a).

To 3Hauu ga ce Bpemuoct ¢yurunuje f(x) MOke NPOU3BOBHO NpUbImKUTA Bpeanoctu f(a) Kama & TOBOBHO Oim3y
Tauke a. lIpuMepu HempekumEUX QyHKIUja 6u 6mie kBaxpartHa (r2), mueapna (mx + b), excnomernumjanua (€%) u
rpuronoMerpujcke (sin(z), cos(z)). One cy HempekumHe Ha IEJIOM CBOM HOMEHY.

Y o6om 3adamxy je neonzodno da npurasiceme Komnaeman nocmynak. Bodosahe ce u napyujasna pewerba.
a) [4 moena] Heka je mat cryn
25
S=9n+——=|neN;.
n+2
Ompenutu napumym (infS) u cympemym (supS) crkyma S. Ompenurtu ma am ckyn S mma MuEmMyM (minS) un
makcumyM (max S). Axo mocroju, Haliu HUXOBE BPEIHOCTH.

0) [3 moena] Heka je mar ckyn:

249 2 1
T = nmhint 5'tg T+ | m,neN;.
n+2 2m

Onpenutu cynpemym ckyna 7.
B) [7 moena] Ilat je mu3 {a,} xoju 3anoBosmasa cienehe yciose:
2<a1 <3, wm 5an+1:ai+6 3acee n €N,

Wcnuratu na nu #u3 {a,} KOHBeprupa. AKO HU3 KOHBEPIUPA, NU3PAUyHATH HErOB JIMMEC.
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SAJATAK 6. JIUTUTAJJHU 3AIINC ITIOJATAKA

[Tpunmrom romyuumramuje mamebhy mBa ypebaja, koju Mory m He MOpajy OWUTU Yy OKBUPY UCTOT PaUyHAPCKOT
cucrema, Moxke mohu mo menpensubenux rpemaka. Te rpemke MOry Ja ce HOTOJE WM HA CAMOM IPEHOCHOM IyTY,
Wiy Ha JIOKaIrjaMa Thae ce Hajasze ypeDhaju Koju ydyecTBYjy y KOMyHMKauuju. Pa3io3u 3a HACTAaHAK Tpeaka
Cy pasHu, a Hajuemlu y3ponu Cy myMOBU (IPOY3POKOBAHU €JIEKTPOMATHETHUM CMeTHaMa), ¢pusuuka omrehema
MIPEHOCHOT MeaujyMa, nmpeontepehenocT Mpeske, n caudao. [IpeHocHM curuasi, 0 HOCHO TOPYKA KOjy jeman ypebaj
maJbe OPYTroM, MHTEPIPETUpPa Ce Kao HU3 HyJIa W jeQUHWIA, Ia Ce I'PEIIKe MPUINKOM IpeHOCa MaHU(PecTyjy Kpo3
IPOMEHY BPEIHOCTH jeIHOT WJIM BUIIE OUTOBA.

Bynyhu na je mpenusan mpeHOC MoAaTaka Ol CYIITUHCKE BAKHOCTHU, PA3BUjEHU Cy PA3JIUYUTU AJTOPUTMU 33
OeTeKnujy rpemaka. Heku oI MO3HATUjUX CY KOHTPOJIA IAPHOCTU, KOHTPOJa 30upa OJOKa, MUKINYHA TPOBEpPa
penyuanauacu (CRC) u Xamwunros SEC koxn. Iocaemmu momenytu anropuram, Xamuaros SEC kox, 3a pasiauky
Ol OCTAJUX, TOPE OTKPUBAKA MTOCTOjama T'PEIIKe, MOKE U A W3BPIIU KOPEKIMjy Ha OUTY Ha KOjeM ce MOjaBUiIa
rpemxka.

Y oBoM meiny 3amaTka 6aBuhieMo ce ympaBO TUM aJrOpUTMOM. AJropuram o0jalnmaBaMO Ha MIPUMEPY MOPYyKa
Koje ce cactoje onx 12 OuroBa, rae mpBux 8 OMUTOBA MpenCTaB/ha CaAM CAAP/KA] MOPYKe, NOK mpeocrtasa 4 Oura
pencTaB/bajy KOHTpoJaHe buTose. IIpumasal, Ha OCHOBY moOujeHe MOpYKe, TeHEPUIIe CBOje KOHTPOJHE ODUTOBE U
yonopebyje ux ca KOHTPOJHUM OWUTOBMMA KOjeé MYy jeé mpOocjenamo mormmbajan. Ha ocHOBy Tora he 3akmbyduTu Ooa
JW je MOUIJIO MO TPelKke Ha HeKOM OUTYy, M aKo jecTe, oApamuTu moTpebue kopekmnuje. Heka cy OuToBuU mOpyKe
O3HAUEHU Ca Mg, ..., M1, & KOHTPOJHU OUTOBU Ca Cy,...,C1, HA ciaenehu mauwum:

(oo [ovr T T [ [ Ty [ e [ [ [

Cana je morpebuo popmuparu tabuauny Xamumaroeux SEC komoBa. Y HmpBOj KOJIOHU Cy OEKATHU OPOjeBU OX
12 mo 1, y apyroj rosoum oarosapajyhu OMHApHM €KBUBAJIEHTHU, 3alMcaHu moMohy uvetwmpu Outa, a y Tpehoj ce
cBakoM 6pojy (om 12 mo 1) momemyje HEK: ox GUTOBA Mg, ..., M1, C4y...,C1. DUTOBU C4,...,€1 CE NONEILY]Y OHUM
6pojeBuMa Koju Ccy cremenu Opoja msa (Tj. Opojesuma 1, 2, 4 um 8), a Ha mpeocTasa MecTa ce NOoAajy OUTOBU
ms,...,M] HA HAUWH NpUKa3aH y caenehoj tabemn:

12 | 1100 | msg
11 | 1011 | my
10 | 1010 | mg
9 | 1001 | ms
8 | 1000 | ca
7 | 0111 | my
6 | 0110 | ms
5 | 0101 | mg
4 10100 | c3
3 | 0011 | my
2 | 0010 | c2
1 ] 0001 | ¢
3aTrM ce M3padyHaBajy KOHTPOJHU OUTOBU Cj, ..., ¢} IPEKO BUTOBA Mg, ..., M1, TAKO IITO CE€ PEIOM y YEeTBPTO],

tpelioj, Apyroj u mpBOj KOJOHM CBUX OMHApPHMX 3amuca u3 tabeine y oarosapajyhy ¢opmyny ybame oHM 6uTOBU
m; 4rja je BpemHOCT 1 W M3BPIIN Ce BUXOBA €KCKIY3WBHA AUC)yHKOUja. pyrum pedmma, BasKu:
¢y = ms ® me ®my ® mg
dy =ma B mz B my B mg
0’2 =my D ms3Dmyg D mgDmy

/
cp =my D mg D my D msDmy



Konauno, n3pauynasa ce BpeIHOCT c4c3¢2C1 B cychchc), unme ce nobuja ueTBOpOOUTHA OGUHADHA HUCKA 74737971 .
YxKOMMKO ce 0Baj OpOj He HaJa3W y Tope HaBeneHO] Tabenu, WAM ce Iak Hajla3W, aju ce y oarosapajyhoj Bpctu
HaJIa3W HEKA OJ BPEIHOCTHU Cy4,...,C], HAjEe NOIIO IO TpemkKe. Y CyOpOTHOM, HOOUjeHa BPEAHOCT ymyhnyje Ha KOM
Ol KOHTPOJIHUX OUTOBA Mg, ..., M1 j€ OOMLIO IO T'PEIlKe, T€ je Ty BPETHOCT IMOTPEeOHO MHBEPTOBATU, KAKO OU ce
noOMo TavyaH camap:kaj MOPYKE.

(a) [4 moena] Ilpumasnan je mo6ro Tpu HApENHE NBAHAECTOOUTHE MOPYKE:

1. 010011001110

2. 010001111100

3. 010011101010

Caka onx mpuMibeHUX mOpyka Hocu mHGopmanujy o jemuom ASCII rapakrepy. 3uajyhu ma je ASCII kon
kapakrepa 'A’ 65, Koja TPOCIOBHA pey je cacTaBJbeHA OX KapakTepa KOjU Cy KOIVWPAHU HABENEHUM MOpykKama?

a) LGN

6) LON

B) LOL

r) Humra on nasenmenor

Pasmorpumo cama nmomeHyTu ajropuraMm HukiaudHe nposepe penyHupancu (ommocao CRC meronmy), koju, 3a
pasaury on Xamuurosor SEC kKoma, He MOKe na AEeTEeKTyje MO3UNU]y OuTa Ha KOM Ce HOroJoumJa rpemka, seli
caMoO na yCTaHOBU Ha je no ucte nomio. Ilpmvasnar cana, mopen KooupaHe MOPYyKe, NOOUja U NOAUHOM 2eHepamop,
Ha OCHOBY KOJUX MOKE WJIM 4 YCTAHOBU Na je MOIIJIO MO IPEIIKe U & 3aTPaku IMOHOBHO CJIalke MOPYKe, WU aa
U30BOjU OPUTMHAJHY HOPYKY, aKO Ce€ MCIOCTABU Ja HUje NOILJIO IO TPEIIKe.

Ioaurom zenepamop je IPOM3BOJbAH MOJMHOM 4Yuju cy Koedumujerntu nnu 1, niau 0. Bunapru 3anuc moauaOMA
rerepatopa G(z) = a,2"+a, 12" +...+a12+ag je GURAPHA HUCKA cacTaB/heHa o Koedurmjerara noamaoMa G (z),
Tj. HUCKA ApGn_1...0109. VIMajyhu oBe mepmuunuje y Bumy, nocrymak CRC merome moskeMo onmucartu cienehnm
KOopanuma:

1. Tlomwmspasnan 6upa TpOU3BOJBAH MOIUHOM TeHepaTop. Heka je cremen m3abpaHOT MOJIMHOMA 7.

2. Tomwmmarnan monucyje n HyJa Ha Kpaj IOPYKe KOJy Keau Aa nomashe (ITO IPEeNCTaBha MHOMKEHE HOPYKe
ca z™).

3. WsBpmasa ce mememe HOBOMOOWjeHE MOPYKe OMHAPHUM 3amMMCOM MOJMHOMA TeHeparopa. llememe OumHa-
pHEUX OpojeBa je Jakiie HErO AeJbeHe NEKATHUX, jep Ce YMeCTO Ony3uMama oAroBapajyhux mudapa Bpmu HUXOBA
eKCKJIY3UBHA JUC)yHKIU]a, Ia HeMa HU no3ajmuna. Bomehe Hyse koje ce mobujajy v mebhypesynraruma ce uraop-
UIIy, a MOTOM C€ CIIYIITa OHOJWKO Hudapa Me/beHMKA KOJUKO je HEONXOAHO aa ce mobuje Opoj umja je mysKuHA
jemHaka myskuHU Keauoua (IOZ YCJIOBOM Oa HOCTOJU TOJUKO mupapa y memeHury). [Ipunmkom oBor mesmema, 01
WHTEpEeca je caMoO OCTaTak KOju ce mobuja, He U KOJUYHUK. lIpuMep OBaKBOT me/hema MPUKA3AH je V HACTABKY:

111001100000 / 11001
11001
10111
11001
11100
11001
10100
11001
11010
11001
110

4. Tlopyka kKoja ce maJbe TIpUMAOIy HOoOUWja ce Kama ce Ha OPUTMHAJHY MOPYKY HAMOBEKE OCTATAK MOOWjeH
npeTxXomHuM mebemeM. Taj ocrarak je, eBeHTyaJHO, TOTPEOHO MONYHUTU BoAehmM HyaaMma Tako na Oyme 3ammcan
Ha YKYIIHO 1 MECTa.

5. Tako mobujeHa mOpyKa ce MmaJjbe IPUMAOILy, 3ajeQHO Ca IOJUMHOMOM FEHEPATOPOM.

6. Ilpumasan Bpmu nekeme NPUMIBEHE MOPYKE OAroBapajyhum OMHADHAM 3ammcoM AOOUjEeHOr MOJIMHOMA
reHepaTopa, Ha UCTU HAUYMH KOJU je OMUCAH y KOPaKY 3.

7. Yxkonuro je mobujeHu ocrartak paszauduT ox 0, KOHCTATyje ce IpemKa y IPEHOCY U 3aXTeBa Ce IOHOBHO
clame MOpyke. Y CYIPOTHOM, MOPYKA je MCIPABHO NPUMJLEHA, a4 OPUCUHAJHU Caap:kaj nobuja ce onbaruBameM
IOCJIeJIbUX N OUTOBA MPUMJbEHE IOPYKE.

(6) [2.5 moena] IIpumanarn je mo6wo mopyky 101110001010111 u momumom remeparop G(x) = z* + 22 + 1.
Opurusainy cangp:kaj MOPYKe je:

a) memoryhe onxpenuru, jep je CRC anropuram yCcTaHOBUO IOCTOjaH€ IDELIKe

6) 1001010011

B) 1001

I') HUIITA O HABEIEHOT

(B) [2.5 moena] [Tomwmsmasan xeau a Kao caapskaj DOPYKe Iomashe OCMOOUTHUM OuMHADHU 3anuc 6poja 214
(3amucaHoOr y meKamHOM OpPOJHOM cucTeMmy). 3a HOJUHOM TeHepaTop m3abpao je momumrom G(z) = x* + 22 + 2.
O6auk 3a ciaame OBe MOPYKe je:

a) 110101101110



6) 1110

B) 10110

I') HUIITA OJ HABEIEHOT

Hanomena: Tabmuua ekCkIy3uMBHE AUC]yHKIMUje OMTOBA MPUKA3AHA j€ UCIOL:

Ty | Dy
010 0
01 1
110 1
1)1 0
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SAJATAK 7. MAIIIMHCKO YYEILE

KnacrepoBas.e je MeTOna MAIIMHCKOT yUEHa KOja Ce€ KOPUCTH 33 IPYINCAae IONATAKA Y Mamkhe IPyIe, IO3HATE
kao Kaactepu. [lonanu yHyTap mcror kiacrepa uMmajy ciamdHe ocobumue u MehycoOHO cy OamiM, NOK CY ¥ OITHOCY
Ha MOJaTKe M3 OCTAJUX KJIacTepa pasiuuuTuju u yaasbenuju. OBa TEXHUKA IMPENCTaB/ha HEHANJIEIAHY METOY,
mITO 3HAUM A2 3a NOJATKe YHAIpen HUje MO3HATO KOjoj IPYIU IPUIAAajy. Y MECTO TOTa, AJTOPUTMU KJIACTEPO-
Bama aHAIU3UPAjy OCOOUMHE mojaTaka U Ha OCHOBY HBUX OJIUIYUYjy KOjoj rpymu (kiacrepy) mpumanajy. um je
UOeHTU(GUKOBATY IPUPOAHE IPyle u 00pacie KOju MOCTOje y IOoJaIlyMa, yuMe ce oMoryhasa 0o/be pa3yMeBame
CIIO/KEHNX CKYIIOBa IIOJATaKa.

AsropurMu KiIacTepoBama Cy HE3aMEHJbUB aJlaT Y CABPEMEHO] HAYIM U WHIYCTPUjU, 3aXBabyjyhu crocobHo-
CTU Oa MPYNUILY CIWYHE TOAATKE U OTKPUjy CKpuBeHe obpacie. Ha npumep, y 6uonoruju ce KOprucTe 3a IPYNUCAHE
Opram3aMa Ha OCHOBY M€HETCKUX CIMYHOCTHU, HOK Y APYIITBEHUM MpeKaMa OoMOryhaBajy MaeHTUGUKALU]Y 3ajem-
HUIIA KOPUCHUKA Ca 33ajeTHWYKAM WHTEPECOBABUMA — 3aMUCIIUTE, HA IPUMED, IPYIUCAKHE KOPUCHUKA KOJU IpaTe
ucre TeMe mau uHpIyeHcepe. Kana ce pamun o cimkama, KiIacTepOBame MOE & pa3Bpcra (ororpaduje mpema
BU3YEJHUM CJINYHOCTUMA — Ha IPUMED, CBE CIWKE Ca MCTUM JUIMMa MOTY OUTU IpynucaHe y jemaH Goinep, WiIn
CJIMKE Cca MCTe JOKallje ayTOMaTCKU IPENOo3HaTe U MOoCTaBsbeHe 3ajento. Takobhe, kinacrepoBame Moxke oMory huru
e(pUKACHO MPETPAKUBAKE OIPOMHUX 30MPKM YiaHAaKa, BECTU WM Kibura. Ha mpumep, y BEJIUKUM HOBUHCKUM ap-
XUBaMa, aJrOPUTMU MOTL'Y ayTOMATCKM IPDYNOMCATHA UJIaHKE KOjU FOBOPE O MCTUM TEMaMa, Ka0 WITO CY MOJUTHUKA,
CHOPT WM KyJATypa, ynHehu nperpaskuBame OP:KUM U je THOCTABHU]UM.

DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) je monynapan anropuram 3a KiacTepoBame
noJaTaka 3aCHOBAH HA I'yCTHMHU Tavaka (momaTaka) y npocropy. Hberosa riasua uzmeja je na uaeHTUGUKYje TycTe
IPOCTOPE TavyaKa Kao KJIACTEPE, NOK Tauvke KOje Cy M30JIOBAHE WM CE HAjJa3e y PETKUM OobJsacTuMa O3HAUYaBa Ko
myMm. OBaj ajaropuraM KOPUCTU OBA OCHOBHA IHapaMeTpa:

e I - MAaKCUMAJHO pacTojame m3Mehy Tavaka Kako Ou ce cMaTpaJie DIMCKUM.

e 1 - MUHMMAJAH noTpeban Opoj Tadyaka OJIMCKMX HEKOj TAYKM T KAKO OM Ce MPOCTOP OKO TAdyKe T CMaTpao
KJIACTEPOM.

DBSCAN ce cacroju u3 cnemehux ropaka:

$Pa3a o3HauaBama
1. Dupa ce tauka x m3 CKyma moJaTaka KOjU je JOCTYIaH.

2. 3a Ttauky x ce u3pauyyHaBa O0poj N — KOJIMKO Tayaka Ce HaJa3¥ Ha PacTojamy MameM WU jeIHAKOM O T,
He ybpajajyhm Tauky x.

e Yrouuko Baxku N >= n, Tayka T YMHU je3rpo KJacTrepa.

e Yrouuko Baxku N < m, ¥ YKOJIMKO C€ X Haja3W HAa MAKCUMAJHOM PACTOjalmy T O HEKE TaYyKe KOja YMHU
je3rpo kiacrepa, Taja Tadyka T IPEICTaB/bha TPAHUYHY TAadKy KJacTepa.

e Yxkomuko Baxku N < n, U YKOJIUKO C€ X HE HaJA3W HA MAKCHUMAJHOM PACTOjamy I O HEKE TauKe KOja
YMHU je3rPO KJIACTEPa, TaAa TAuka & NPEACTaB/ba HIyM (M30JI0BAHY TAdKy ).

3. Kopamu 1. u 2. ce moHaB®bajy AOK ce He 0Opame CBe Tauke U3 CKyIa MOJATaKa.

$Pa3za popMupama KjaacTepa

CBaka Tauka KOja je O3HAUEHa Kao je3rpo CIy:KM Kao MOYeTHA Tauka 3a (popMmupame kigacrepa. CBe Tauke
KOje ce Haja3e HA PACTOjamy MameM O I On e, npunagahe mcTor KiacTepy Kao U OHA. Y KOJIWKO ce Mehy Tum
TayKaMa HaJa3W jOII HeKa Tadka je3rpa, Tana he ce KiIacTep IPOUIMPUTH U HAa TaUKe KOje Cy Ha PaCTOjamy MameM
ON 7 M O Te TaduKe je3rpa.

IIpumep. Ha caumu 1 moske ce Bunetu npumep DBSCAN anropurma Ha KOHKpeTHUM noganuMa. [lpaom 6ojom
O3HAYEHE Cy TaYKe KOje UMHE je3rpo, CUBOM 0OjOM I'DAHUUYHE TadyKe & TAYKe KOje CYy HEeIOMymheHe MPEeACTABILA]Y
myM. Ha seBoM menmy ciwke ce yodaBa jefaH KJIacTep, KOjU je HACTAOo HAJOBE3MBAWmEM TPHU TadKe je3rpa ca
BUXOBUM OKOJHUM TDAHUYHUM TadykaMma. ¥y CPEAUIIHEeM Iey youaBa je oIl jedaH OABOjeHW KJIACTEP, KOju YMHU
jemHa Tayka je3rpa ca CBOje TPU I'pAHMYHE Tadyke. Y TOPHEM AECHOM YTUIy HaJa3! ce IIyM, U OH HUje Oe0 HU
jemHOr Kiacrepa. 3akbydyjeMo na ce y MOAalrMa HaJiase ABA KIacTepa, Tj. ABa MPOCTOPA I'YCTUX TAYaKa KOjU CY



Pa3aBOjeHN PETKUM IPOCTOPOM. Y IPaBO CMO y3 moMoh mapamMerapa 7 U n HeUHUCAJM I0jaM I'yCTHUHE IPOCTOPA.
Ca gpyraumjuM m360pOM BPeTHOCTU TUX Iapamerapa, 0poj riaacrtepa Ou O6mo apyrauumju, jep OM caMuM TUM U
mojaM IyCTUHE TPOCTOpa OMO Apyraduju. Y OBOM IPUMEPY CY UCIPEKUAAHOM JIUHUjOM HUCIPTaHe O00JacTU HA
pacrojamy r (r-oKoJuMHE) O Tadyaka je3rpa W MIyMa, a 3a mapaMerap 71 je y3eTa BPeAHOCT 3.

Cnuka 1: DBSCAN ajiropuram - mpumep

3amarak. 3aMUCIUTE Ja paanTe Ha TPOjeKTy paspoja TypusMma y PemyGuunu Cpbuju. Bam 3amarak je nma
IpyHUIIeTe I'PagoBe y TyPUCTUUKE KJIacTepe TAKO na CPalfoBU YHYTap MCTOr kKiacTepa Tpeba ma O6ymay ITOBOJHLHO
6sn3y Kako Ou MOrian epukacHO capabuBaTy Ha NPOMONUUjU 3ajeAHUYKUX aTpaknuja, Pa3BOjy CMEIITAjHUX Kalla-
nuTeTa U opranuzanuju mMmebhyrpanckux typa. 3a oBaj 3amarak here ynpaso kopuctutu DBSCAN amropuram ca
mapamerpuMa r = 80km u n = 2 u MaTpully pacrojama n3Mebhy rpanoBa kKoja je HaBeneHa y tabenn 1.

(a) [2 moena] Bpoj knacrepa D0OUjeH KIacTepOBamEM Ca 3aJAaTUM IapaAMETPUMAa je:
a) 1 6) 2 B) 3 r) 4

(6) [2 moena] Bpoj rpanosa Koju IpeACTaBbajy je3rpo KiaacTepa je:
a) 6 6) 7 B) 8 r)9

(8) [2 moena] Bpoj rpanosa koju mehe capabusaTu ca ocramuM rpamgoBuMa y peaimn3amujn IPOjeKTa je:
a) 0 6) 1 B) 2 r) 3

(r) [3 moena] 3aokpy:Eu TBPOHY KOja je TauHa:

a) Ilosehamem BpemHocTH mapamerpa 7, OpPOj KIacTepa pacre.

m) Taura Koja je IIyM y CBOjOj r-OKOJUHU MOYKE MMAaTU TAYKy KOja je TPaHUYHA.

Cae npeTxonHe TBPIAHE CY HETAYHE.

)
6) Cse Tauke yHyTap UCTOT KjiacTepa Mopajy outu Ha MeDycoBGHOM pacTojamy MameM Of T.
)
)



Tabena 1: Pacrojama n3mehy rpamgosa

BI' | CA | JA | K1 | KIII | HX | YE | HC | ITIA | 3P | BP | BB
BT’ 0 70 | 140 | 130 | 200 | 240 | 200 | 80 | 160 | 90 | 340 | 170
ca | 70 0 | 100 | 160 | 150 | 190 | 230 | 140 | 110 | 120 | 290 | 240
JA | 140 | 100 | O | 310 | 60 | 100 | 150 | 230 | 20 | 210 | 200 | 180
KNI | 130 | 160 | 310 | O 350 | 400 | 340 | 100 | 330 | 50 | 550 | 330
KIIT | 200 | 150 | 60 | 350 0 80 | 130 | 270 | 40 | 250 | 160 | 150
HII | 240 | 190 | 100 | 400 | 80 0 | 250 | 330 | 90 | 310 | 120 | 270
YE | 200 | 230 | 150 | 340 | 130 | 250 | O | 250 | 170 | 270 | 290 | 30
HC | 80 | 140 | 230 | 100 | 270 | 330 | 250 | O | 260 | 60 | 450 | 230
ITA | 160 | 110 | 20 | 330 | 40 90 | 170 | 260 | O | 240 | 180 | 190
3P | 90 | 120 | 210 | 50 | 250 | 310 | 270 | 60 | 240 | O | 430 | 285
BP | 340 | 290 | 200 | 550 | 160 | 120 | 290 | 450 | 180 | 430 | 0 | 300
BB | 170 | 240 | 180 | 330 | 150 | 270 | 30 | 230 | 190 | 285 | 300 | O
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SAIATAK 8. AJITOPUTMU U CTPYKTYPE IIOJATAKA

Benuku 6poj npobiema ca kojuMm ce cycpehemo je MHAYKTUBHE TIPUPOAE, U ¥ HUXOBOM PENIaBamy Ce jaBibajy
pPeKyp3uBHE (YHKIMje, TO jecT (PYHKIUje KOje mo3uBajy came cebe. Y MHOIuMM ciydyajeBuUMa Ce IeIiaBa Oa TOKOM
M3BpIIaBamha PEKyP3UBHE QYHKIMjE JOJIA3M M0 IPEKIAlalma PEKYP3UBHUX IO3UBA Tj. Oa CE UACHTUYHU PEKYP3UBHU
n03uBy (PEKYP3UBHU MO3MBU C4 WICHTUYHUAM HapaMeTpuMa) U3BPIIaBajy Buile myTa. AKO ce TO memasa 4JecTo,
oporpaMu Cy 1o OpaBuily BeoMa HeepukacHU (y MHOTKMM CiydajeBuMa OpOj PEKyP3UBHUX [O3UBA, I1a CAMUM TUM U
CIIO}KEHOCT OMBa EKCHOHEHNU]aJHa y ONHOCY HA BeluduHy yiasa). Jlo edukacHujer pemema ce 4ecTo MOxke xohu
TEXHUKOM AWMHAMWYKOT Tporpammpama. (OHO YecTo BPEMEHCKY e(PUKACHOCT IONpaBJ/ba AHTAKOBAWEM I0MATHE
MeMopHuje y K0joj ce besexke pe3yaTaTy M3BPIICHUX PEKYP3UBHUX MO3uBa. [IMHAMUYKO IpOTpaMUPARE OOJA3U Y
nBa OOJIMKA.

o Texnmka MeMom3anyje Min JUHAMMYKOT IIPOTPaMUPaha HAHWMKE 33 AP:KABA PEKYP3UBHY Ne(PUHUIN]Y aju
y HONATHO] CTPYKTypu monaraka (Hajuemhie mHu3y wiaum marpunu, pebe manum Tj. peunury) Gesexu cBe
pe3yJsiTare PEeKypP3WBHUX IO3MBa, A OUX WX y HAPEAHUM IMO3UBUMA y KOjUMa Cy HApaMETPU UCTUA CAMO
ounTaja U3 Te CTPYKType.

o Texnuka MUHAMWUYKOr IPOrpaMUpPAamkba HABUIIE Y MOTIIYHOCTH YKIAKHA PEKYP3Ujy U Ty HOMONHY CTPYKTYDPY
IofaTaKa MOMyEaBa KCIPIHO Yy HEKOM CHUCTEMATUYHOM pernocieny. llakie, perkyp3uBHA KOHCTPYKIUja Ce
3aMemyje MHIYKTUBHOM, Tj. UTEPATUBHOM.

Ilok ce ko4 MemMoM3aluje MOXKe NeCUTU Oa Ce€ PEKyP3MBHA (DYHKIMja HE MO3UBa 33 HEKE BPEIHOCTU IapamMmerapa,
KOJ JVHAMUWUYKOT IIPOrpaMuUpaia HABUIIE CE U3PAUyHABAjy BPEeIHOCTH (PYHKIMje 38 cBe MOryhe BPeIHOCTU EEHUX
mapaMeTapa MamUX O BPEJHOCTU KOja Ce 3alpaBO Tpaku y 3amaTky. Vlako ce Ha OCHOBY OBOra MOMKE HOMUCIUTH
na je MemMousanuja epUKACHIja TEXHUKA, Y IIPAKCH je Yemnu caydaj ga je TOKOM OIMOTaBama PEKyp3uje moTpebHO
U3pavyHaTH BPETHOCT PEKYypP3WUBHE (YHKIMje 3a Oall BeJWKM OpOj pa3jMYUTUX Iapamerapa, Tako Ia Ce OBe
IPEeIHOCTU MEMOM3Aauluje y nmpakcu peTko cpelie.

IIpumep. Haj6omu mauwe na pasjaCcHUMO TEXHUKY AUHAMUYKOT IpOTpaMuUpama je ma je WIyCTpyjemMo Ha
IOroAHO OomabpaHoM IpuMepy. 3a To heMmo kopuctutu PuboHaunjeB HU3, KOjU je ONIITE MO3HATU IPOobaeM U Kpo3
4Jrje ce pemaBame MOTY WIYCTPOBATU BehMHA OCHOBHMX KOHIIENTA JUHAMUYKOT IPOTPAMUPADA.

OcHOBHO pekyp3uBHO pemremne VMniaeMeHTanmjy MOKEMO HAIIPABUATUA DPEKYP3UBHO, IUPEKTHO U3 IeOUHUI]E
(3an=0wun=1 dpyurumja spaha 1, a y cynporaom Bpalia 36up pexkypeHTHuX mosmsa 3a n— 1 u n — 2).

function fib(n):
if n==© orn==1:
return 1
else:
return fib(n - 1) + fib(n - 2)

Hee¢duracHocT oBakBe mMMIIEMEHTAIMj€ CE€ MOKE BUIAETH y TOME IITO C€ PEKYP3VWBHU [IO3UBU 3a UCTE BPEIHOCTH
BpIle BUIIE IyTa. 3aTO NeMO BUIETH KAKO AMHAMUYKUM IPOrpaMUPAImEM MOKEMO Hohu no epuracHUje MMILIe-
MEHTAaIje.

Mewmouzamnuja y3 kopummheme craruukor Hu3a [IpBa MoryhuocT je ma mpuMmeHnMo mMemoum3sanujy. Pesymrare
PEKYP3UBHUX IO3MBa [leMO HAMTUTH y Hekoj nmoMoNHOj cTpykrypu (y OBOM Ciydajy, CTATUUYKOM HU3Y), W OHIA
hieMo Ha moOUeTKy CBAKOr PeKypP3UBHOT MO3UBA IIPOBEPABATH [a JIU je Pe3JITAaT 3a TeKyy BpennocT Beh uspauyHar.
ITomro MopaMo HEKAKO OGENEKUTY BPEIOCT Yy HU3Y KOja jOUI HUje padyHaTa, TO PAIUMO NOMONY HEKe CIelujaHe
BPEIHOCTH, Y OBOM CJIyYajy, KAKO Cy cBU (pubOHaUMjeBu OPOjeBU MO3UTUBHU, Oupamo —1/



function fib(n, memo):
// Ako je vrednost vec izracunata, vracamo je
if memo[n] != -1:
return memo[n]

// Bazni slucajevi
if n == or n == 1:
memo[n] = 1

return memo[n]

// InaCe, racunamo n-ti element niza memo i vracamo ga
memo[n] = fib(n - 1, memo) + fib(n - 2, memo)
return memo[n]

function fin(n):
// Pravimo niz memo od n+1l elemenata
memo[ n+1]

// Inicijalizujemo elemente niza memo na -1
init(n, memo)

return fib(n, memo)

function init(n, memo):
for i = @ to n:
memo[i] = -1

JmaaMuuko mporpaMupase HaBuine /I[pyra MoryhHOCT je na NPUMEHMMO AWHAMWYKO MPOrPAMUPAIEe HaB-
nire. TexHUKa AMHAMUUKOL IPOrpaMUpamha HaBUIIE I0Apa3yMeBa YRIamhamhe PeKyp3uje (OHa je IOMI0KHA MHOTUM
TEXHUYKMM OTPAHUYEHVMMA) M Na Ce CBE BPEIHOCTM y HM3Y MHOIMyHE HEKUM pemocaenoM. Ilomro BpemHocTu Ha
BUIIUM MO3UIKja 3aBUCE OJN BPEAHOCTU HA HIKUM, TO PAIUMO Ca JieBa Ha necHo. [IpBo momymaBamo mpBa aBa
eseMentTa (ba3He ciaydJajeBe) Ia OCTAJE MOMYHABAMO y NMETJHU HA OCHOBY IMPETXOIHE NBE.

function fib(n):
// Pravimo niz dp od n+l1 elemenata
dp[n+1]

//Baznl slucajevi
dpl[@] 1
dp[1] 1

// popunjavamo dp niz od 2 do n
for 1 = 2 to n:

dp[1] = dp[1 - 1] + dp[1 - 2]

print(dp[n])

3anarak.

Iare cy Bpenuoctu n (n < 100) paznuuurux Hopumha. Hahiu majuamu Gpoj Hosuulia norpeban na ce nobuje
yrymHa cyma s (s < 1000).

(a)[4 moena] lonynuTtn npasHute y Koxy cuaenelier pekyp3uBHOT pellemha OBOT 3aJaTKA!



//funkcijom racunamo najmanji broj novcica potreban da se
//naplati suma s kad su nam na raspolaganju n novéica u nizu novcici
function minBrojNovcica(novcici[], n, s):
//ako je potrebna suma za naplatu @ to radimo sa @ novcica
if s ==
return @

//ako nemamo viSe noviéica ne moZemo naplatiti, INF predstavlja beskonacno tj da nema resenja
if n == @:
return INF

//posmatramo poslednju vrstu novcica, Zelimo da proverimo da 1li
//postizemo minimum kad koristimo novéic¢ poslednje vrste ili
//bez njega. promenljiva br predstavlja traieni broj

if s »= novcici[n - 1]:
2.

return br

a) 1. br = minBrojNovcica(novcici,n — 1,8) 2. br = minBrojNovcica(novcici, n, s — novcici[n — 1))
6) 1. br = minBrojNovcica(novcici,n — 1,s) 2. br = min(br, minBroj N ovcica(novcici, n, s — novciciln — 1]) + 1)
B) 1. br = minBrojNovcica(novcici,n, s — novciciln — 1]) 2. br = min(br, minBrojNovcica(novcici,n — 1,s) + 1)
r) 1. br = minBrojNovcica(novcici,n, s — novciciln — 1]) 2. br = minBrojNovcica(novcici,n — 1, s)

(6)[5 moena] omyuuTtu npasHuHe y KOLY PEMICHA KOje KOPUCTU JUHAMUYKO IPOrPAMUPAIHLE HABUIIE:

//funkcijom racunamo najmanji broj novéica potreban da se

//naplati suma s kad su nam na raspolaganju n novcica u nizu novcici

//niz dp predstavlja najmanji broj novcica koji je potreban za naplatu sume s
//za svaki njegov element, tj. vrednost d[k] predstavlja najmanji broj novéica
//potreban za naplatu sume k

function minBrojNovcica(novcici[], n, sum):

//Pravimo niz za dinamicko programiranje
dp[MAX_SUMA + 1]

//pocinjemo analizu sa @ vrsta novcica

//vrednost @ naplacujemo sa @ novicica
dp[e] = o

//ostale vrednosti ne moZemo naplatiti
for i = 1 to sum:
dp[i] = INF

//popunjavamo niz dp tako Sto ukljucujemo novcice vrstu po vrstu,
//za svaku vrstu aZzuriramo minimume tako 5to proverimo da 1li je moguce
//ukljuciti novéic€ tekuce vrste, i aZuriramo minimum ako je potrebno

for i =1 to n:
for j = @ to sum:
if j »>= novcici[i - 1]:
1.

//vracamo najmanji broj novcica za sumu s
return dp[s]



a) 1. dpls] = min(dplj], dp[s — novcici[i — 1]] + 1)
6) 1. dplj] = min(dp[j], dp|j — novcici[n — 1]] + 1)
)

[4] = min(dplj], dp[j — novcici[i — 1]]

=
N
i

+1)
r) 1. dplj] = min(dplj], dp[s — novcici[n — 1]] + 1)
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SAIATAK 9. - JIEKCUYKA AHAJIM3A

[IporpamMckmu je3uru, mTOMYyT TPUPOAHUX jE€3UKA, UMajy CHHTAKCY U CEMAHTUKY. Y NOPUPOITHOM jEe3WKy, CUH-
takca onpebhyje mpaBumia 3a ciarame peun y pedveHuie (HOP. PeNOCIenN peun), oK ceMaHTuka oxpebyje 3naueme
Tux pedenuna. CIUYHO, y IpOTrpaMUpPamy, CUHTAKCA Cy IpaBuiia Koja onpebyjy Kako ce numry m3pasu u KOMaHIE,
IOK CEMAaHTUKA onpebyje mra Tu m3pa3y M KOMaHIE 3HAYE W KAKO Ne padyHap pearoBarTu Ha BUX. PerymapHu
“3pa3u y IPOrpaMCKuUM je3urnuma 0aBe ce IPOBEPOM CUHTAKCE IPOrPAMCKOL je3UKA.

IIpaBusa perysapHux m3pasa

e [abcde] - Y perymnapHOM u3pasy ce MOKE IIOjaBUTHU CJIOBO a, b, ¢, d unu e.

o [a—2zA—Z] - Y perynapaoMm u3pasy Ce MO:Ke II0jaBUTU OUIIO KOje JATUHUYHO CJIOBO.

[0 —9] - ¥Y perynapuOoM m3pa3y ce MoO:ke IMOjaBUTH OMIIO Koja mudpa.
o [a—2zA—Z0-9] - O3nauaBa OUIO KOJU 3HAK KOJU MOME OUTU CJIOBO, OPOj WM HOHA LPTA.

e + - Osnauasa ”jenan wiau Bume nperxoxaux 3Hakosa”’. Ha mpumep, [0 — 9]+ 3maum ma ce Moske mojaBUTH
6uo koja koMmMOuHanuja mudapa (Hup. 1, 123, 01234, ura.).

e x - O3nauaBa "HyJia uiau Bulle npeTxonuux 3Haxkosa’. Ha mpumep, [0-9]* 3nauum ma ce Mo:ke mojaBUTU OUIIO
Koja KoMOuHanuja mupapa (Hop. 1, 123, 01234), kao u npas3na ped (ped 6e3 UjeqHOr KapakTepa).

. - Osnaka 3a 6ui0 KOju Kapakrep (OCHM Kpaja JUHUjE).

e \s - Osmaka 3a 6uno Koju pasmak (space, Tab, HOBU Dexn).

e | - Osnaka 3a uuu.(alb o3HauaBa na peu Moke na Oynxe a wuiau b).

CroenujasaHau KapakTepu

Heku kapakrepu y peryiapHUM U3pa3uMa UMajy CIENUjaJHO 3HAUEHE, [1a UX He MOKEeMO KOPUCTUTHU TEeK Tako. Ha
IpUMep, YKOJUKO KeJIUMO a HAIUIIEMO peryJjiapHy U3pa3s 3a menuMaiinu 6poj, ciaenehu 3amuc 6m 6o morperiax:

[0—9]+.[0— 9]+

Paazsor je mro cuMm6os1 . MMa CIenujasiHo 3HAYEHE y PeryjiapuM n3pa3uMa 1M O3HadaBa ~ OUiIo KOju Kapakrrep” .
Tako 6u oBaj m3pas, MOpen HEIMMAJJIHOT Opoja Kao mTo je 123.456, mpuxBaTuo M HU3 Kao mTo je 123m456.

Ila Gucmo omy3enau cuMOOIMMA HUXOBO CIENUjaJHO 3HAUeme, kopuctuMo cuMGoxn \. IlpaBuano manucam
peryJsapHu m3pas 3a menumaJiae 6pojeBe 6u Ouo:

[0 —9]-+\.[0 — 9]+

CroenmujasHy KapakTepy y peryJiapHNM M3pa3uMa

Cnucak majuemhe xopumhennx cmermmjannux kapakrepa: ., x,+,7,{,},$,(,),[,]

ITpumep perymapHOr m3pasa 3a WMILyCTPamujy

Ilpumep 1: Perymapau mn3pa3s: [ab]*

OBo 3naun:
e Y peunu ce mory nojasibusBaTtu ciaosa ¢ uau b a u b ([abl).
e Moskern nMaT HyJa WA BUIIE MOHABJbAHA (*).

IIITa He 6u 6uno mpuxBalieHo oBuM perysapHuMm m3pasom: abe, abd...
[IIta 6u Owimo mpuxsaheno: mpasua peu, aaabbb, ababa, bbb, aaa...



Ilpumep 2: Perynapau mn3pas: (ab)*
OsBo 3Hauwn:
e Jlozsosu peu ab.
e Moskemn nMaT HyJa WA BUINE MOHABLAKa peun (*).
[IITa me 6u 6uno mpuxBalieHO OBUM perysapHuM uspasom: aaa, bbbb, abaa
IIra 6u 6uno npuxsahewno: mpasua peu, ab, abab, abab...
Ipumep 3: Perynapuu mspas: \s * primer
OsBo 3HAYN:
e \s 3Haum ma je ucupen GenuHa.
e \s* 3HAYM 1A MOKE Ja MMa HyJa WU BUIIE OeJrHA.

[IIra me 6m O6uso npuxBaheHo oBuUM peryiaapHUM M3pa30M: MpPa3HA Ped, HeCTOIpUMED
[IIta 6u 6umo mpuxsaheno: primer, primer, primer (o6paTuTu Naxkmby Ha GesuHe)

3anarak - I[IpomenssuBe y mporpaMcKoOM je3uKy C

Jeman on Ba)KHMX KOHIENATA y IPOrpaMupamy Cy npomMenspuBe. Y je3umky C', IDOMEHbUBE O3HAYABAjJY MECTa Y
MeMOpHju rIe ce uyBajy nogamu. Jla 6u nMe npomMeHbpUBe OUIIO BAJIUIHO, MOPA 1a 3aA0BOJbaBa cieneha npasuiia:

e Moske canpskatu camo ciaoBa (Masia U BeJuKka), Opojese u nomy upty (-).
e Mopa moueTu CJIOBOM MM OOEOM I[PTOM, Ay HE DpOjeM.

e He cme campsxaTy crnenujasne 3HaKoBe Kao mTo cy @, %, # - urm.
[MprMepn Bamumaux nMena npoMmeHmpuBux y C je3uky:

L

broj_1

e _privatna

o temp?2

[TpuMmepy HEBAJUAHUX UMEHA MTPOMEHJLUBUX:

e 3broj (moumme Gpojem)

o _nijeTacnaPromenljiva (mounme ca aBe HOmE LPTE)
e 123netacno (mouume G6pojem)

e ime — varijable (canpsxu upry -)

e @ovonijepromenljiva (canpsku 3Hax Q)

Hamomena o pe3sepBucanuM peumMa:

Perynapuu u3pas cam mo cebu He MOke mpemo3HaTy pesepsucane peun y jesuky C. OBo 3maum na Ou, Ha
npuMep, ped int Ouiaa BaJduOHA TpEeMa PeryJjapHOM M3paldy, aju MOAATHA MPOBEPa CEMAHTUYKE WCIPABHOCTU
(amp. mopebeme ca JMUCTOM KHYUHHX PEYM) MOPaA OUTU U3BEIEHA y NPOrPaMy KOJU KOPUCTU OBaj peryJapHu
u3pa3. ToxkoM m3pane 3amaTaka HO3BOJLEHO je a PEeryJIapHU U3pa3 IPUXBATa KJLYUHE PeYd IPOTPAMCKOT je3UKa

IT (int, void...).

(a) [4 moena] Hamncatu perynapuu u3pa3 Koju mpemnosHaje npoMeHmbusy C' IPOTPAMCKOT je3UKA.




3anmarak - #mclude UPEKTUBE Yy je3UuKy C

#include nupertusa y jesury C' KOPHCTH Ce 3a YKIbYyUNBAH€ CIOJBHOT Kona y nporpaM. Oua omoryhasa moBe3uBame
ca CHOJLHUM (ajlIoBHMMa, Kao IITO CY:

Cranpapaue Gubnuorexe (HOp. stdio.h, stdlib.h) roje upyskajy ¢pyHrnumje 3a yina3/umsnas, MaTeMaTUdKe OI-
epanuje U APYre OCHOBHE ()YyHKIMOHAJIHOCTH.

Kopucanuku xeanep ¢ajnosu (mnp. 7mylib.h”) roju mory canpskaBatu aedpuHUNZje PYHKIUja, CTPYKTYPA,
KOHCTAHTU, UTMH., KOj€ KOPUCTUII ¥ CBOM IIPOjEKTY.

Ila 6u mera peu buia #include muperrtmBa, Mopa ma momryje ciaemeha npasuiia:

e BubGnuotreke ca <> cunrakcoMm (Hup. #include < stdio.h >).

9

e BubGmuotrere ca ”” cunraxcom (Hup. #include’myheader.h”).

e llme GuimoTerke MOKe OUTU CACTABJ/HEHO UCKIBYUUBO O CJIOBA.

Ha wpajy mMena 6ubsiuorere mopa mocrojaru ”.h” exkcrensuja.

e Besnune ce mory mahu npe u mocie kimbyune peun #include.
[TpuMmepn BANIUIHUX OUPEKTUBA:

o Hinclude < stdio.h >

#include” utils.h”

#include < math.h >

#include” myheader.h”

#include < lib.h >

HpI/IMepI/I HEeBaJILIHUX OUPEKTUBA:

#include < stdio > // pamm ekcrensuja .h

#include”utils” // pamu excrensuja .h

#include < 123 file.h > // ume dajna He MOke modeTH GpPojeM

#include”my — header.h” // canpsku upry - y uMeHy OubIMOTEKe

ki 2

#include < stdio.h > // axo Huje Gam y OBIUKY «...» WU , Beh HOp. MMa HEKM pa3Mak WU IPYTHU

KapaKTep

#include”myheader.hh” // ue onrosapa jep ekcrensuja uuje .h

nesto < stdio.h > // e moumme ca #include, n noTeHuMjaIHIM GenrHAMA

(6) [2 moena] Koju on caenehux perynapHux m3pasa npeno3ssaje cBe obmuke #include mupexkrusa y C kony

Pememe
a) \s x #include\s x ((< [a — zA — Z]+\.h >)|("[a — zA — Z]+\.h"))
6) \s* #include\s x [< "]([a — zA — Z]+\.h)[> "]
n) \s* #include\s x [< ”|([a — zA — Z]x\.h)[> 7]
)

II) HUIITa O HABEIECHOI



3anarak - Komenrapu y jesuky C

Komenrapu y jesury C kopucrte ce 3a objammaBame KOJA U OJIAKIMIABAKE€ UMTama Iporpama. RomeHTapum ce
UTHOPUINY TOKOM KOMIIMJIAIMje, ITa He yTUYy Ha M3BPIIaBam€e Iporpama. JemHOJUHUjCKM KOMEHTap je y GpopMmu
TaKaB [a Ha MOYETKY UMa OBe KOoce UpTe // Ma 3aTuM CJIelV HU3 KapaKTepa, U KOMEHTAD Ce 3aBPIIaBa KapaKTepOM
uosor pena.Komenrap takobe moske 6uty u npassa jguHuja (HAKOH PTa KOje 03HAYABA]Y HOUYETAK KOMEHTapa 06-
auka ” /[ /7).

/] Ovo je komentar
/Ovo nije komentar jer nema dve kose crte na pocetku komentara

/] Ovo nije jednolinijski komentar
jer se nalazi na vise linija

(B) [3 moena] Hanumu perynapHy u3pa3 KOju OPENO3HAje jeTHOIUHUjCKU KoMeHTap y je3ury C.

Pememe
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SAIOATAK 10. BEMITAYKA MHTEJUTEHIINJA

I'pag je crpykrypa Koja ce cacToju on CKyla YBOpOBa UM rpaHa
Koje moBe3yjy Te uBopoBe. PopmainnHo, rpa¢ ce mepuHHUIITE KAO
G = (V,E), rme je:

e VV ckyn uBOpOBa,

e F crym rpaHa Koje mOBe3yjy IIapoBe UBOPOBA.
Undirected & Unweighted Undirected & Weighted
I'pagoBu mMory Owmrm ycmepenu (rpane wmmajy CcMep) WA

HeycMmepenu (rpase Hemajy cmep). Takobe, rpadgoBu Mory Gurn

2
TEKUHCKUA VIV HETEKWHCKU: .r——? . T
e Y TEXMHCKAM rpadoBMMa CBAaKOj I'PAHU je HPUIAPY:KEHA >‘ [. -

onpebena re:xuHa (HOp. yOAa/E€HOCT, BpEMe, TPOMIAK...). .
° y HEeTEeKNMHCKUIM I‘pa(t)OBI/IMa cBe TpaHe I’IMajy je,D;HaKy Directed & Unweighted Directed & Weighted
TEXKUHY.

I'pagoBu cy KOPUCHU y MHOTMM CBAKOJHEBHUM CUTYyalMjaMa, HOIYT ILIAHUPAMHmA MyTeBa y HABUTAIMOHUM All-
JUKAIjaMa, ONTUMU3ANNje MPEeXKa y TeJIeKOMYHUKAIIMjaMa 1 aHAJIN3€e APYUITBEHUX OMHOCA Ha MiIaT(GopMaMa oIy T
Facebook-a. Tarkobe ce kopucTe y JOrMCTUIM 38 MIAHUPAE PYTa WCHOPYKE W y AHAJIMU3U MOAATAKA 3a MMOBE3U-
Bame CIOKEHUX cucTeMa. HbuxoBa mpuMmena omoryhasa epuracHUje NOHOUIEHE OMIYKA U PEIIABAHE CIOKEHUX
npobiema.

[Ipobaemu Ha rpadoBrMa UecTO YKJYUYjy IpOHaNaxeme onpeheHmx myrama, kao mTo je Hajkpaha myrama
n3meby nBa uBopa. JemaH on HajepUMKACHHUX aJropuTaMa 3a OBaj 3aTaTaK U YjeIHO jeTaH O HAJBAKHUJUX AJ-
ropuraMa BelmTauke uaTeaurennuje je aaroputam A* (A 3sezma). Aaropuram A* kopuctu xeypucture (nporene
KOje BOze IpeTpary Ka HWJby Ha OCHOBY HIPUOJIIWKHUX, aJu MHOOPMATHUBHUX IoJaTaka O MoryheMm pacTojamy
MM TPOUIKOBUMA) KAKO OUM yCMEpPHMO NMpeTpary Ka LUy, UCIHymaBajyhu, npu onpebenum ycioBuma, OBa BaskHA
CBOjCTBA:

e [lormynoct — anropuram he yBek mpoHahm pememe akO OHO TOCTOjU.

e OnruMagHOCT — aJropuTaM rapaHTyje pellene ca HajMambOM IeHOM (HIpP. MUHMMAJHA YAAJLEHOCT, HajHUKY
rpomak urh.). OuTuMansHO pememe He MOPa yBEK OUTHU jeauHCTBEHO!

Anropuram A* je BapujanTa aaroputrma IIpBo Haj6omu®, Koja Hgaje IpeIHOCT YBOPOBUMA, Ca HAjOOJLOM OIEHOM.
Oyurumja esanyauuje f (GyHKIMja Koja Olemyje KBAJIUTET CTAmA) y OBOM aaroputMmy uma ciaenehy dopmy:

f(n) = g(n) + h(n),
rme je:
e g(n): TpeHyTHO mO3HATA LEHA IyTa O IOYETHOI YBOPA N0 YBOPA H,
e h(n): mpouemena (XeypUCTUYKA) LI€HA HAjje(TUHUjEr IyTa Ol H A0 HUJHHOT YBODA.
Ilok ce mperpara onsuja:
e Bpemnocr g(n) ce askypupa Kako aJropuTaM OTKPUBA HOBE U je()TUHUje IyTEBE.

e Bpemnocr h(n) ocraje HempomemeHa, jep IpencTaBsba MPOLEHY 3aCHOBaHy Ha yHampen oapebenoj xeypuc-
TULUA.

Onabup nobpe XeypuCTUKE je TpecylaH 3a eQpUKaCHOCT ajaropurmal
OcuoBaM mojmMoBu anropurma A*:

e 3arBOpeHa jucra — jucrta nocelieHux uBopoBa 3a koje cy curypuo Beh nmocehienu cBu cycenu (0mZHOCHO CBa
HEmoCPEIHO MOCTYIHA CTAMA).

e OTBOpeHna aucra — aucra noceherux YBOpoBa 3a KOje MOkIa HUCY moceheHu CBM BHUXOBU Cycemu.

e Ponuresscku UBOp — mpencTraBiba UBOP M3 KOjer ce Hoja3u OO TPEHYTHOI YBOPA.



OIIVIC AJITOPUTMA A*

Y ma3: 'pa¢p G, monasnu 4BOp, MU/LHU UYBOD U XE€YyPUCTUYKA (QyHKOUja h.
N3na3: Iyt ox mosasHOr 40 IUJLHOT YBOPA WU HEYCIEX.

o Vuunujanusyj:

— OTBOpeHy JUCTY Ca MOJIA3HUM UYBOPOM.

— 3aTBOpEHY JKCTY Kao MPa3HY.
e Jlokye rox MMa YBOPOBA Y OTBOPEHO] JIMCTU:

— Wzabepu uBOp n U3 OTBOpEHE JUCTE Ca Haj6omoM oneHoMm f(n).
— Ako je n nuIBbHU YBOD:
* Bparu majrpahu myt pexkoncTpyumyhn ra yHasamg on n I0 MOJA3HOD YBOPA.
— 3a CBaKOI Ccycena m 4YBopa n:
* AKO M HUMje HU y OTBOPEHO] HU y 3ATBOPEHO] JIMCTU:
- Jlomaj m y OTBOpEHY JIUCTY.
- O3HauUM N KA0 POOUTEhA UBOPA M.
- Uspauynaj g(m) u f(m) u npuapysu ux 4Bopy m.
* VMumaue (axko m Beh mpumama HEKO] AUCTHU), aJX je IMyT OPEKO N jepTUHU)U:
- IIpomenn napOpMAIM]y O POAUTESY UBODA M HA N.
- Asxypupaj spennoctu g(m) u f(m).
- AKO je m y 3aTBOpeHO] JaucTHU, Npebdalyj ra y OTBOPEHY.

— W3bamu n u3 orBopeHe nucte u ydoanu n y 3aTBOPEHY JHUCTY.

e AKO je OTBOpeHa JUCTa MPa3Ha, a Wb HUje JOCTUTHYT, 3aKbYUU Ma pPelleme He MOCTOjU.

a) [8 moena)] Ilpernocrasumo nma nimanupare nyT on Beorpama mo Bamasyke, anu 36or 6pOjHUX BpeMeH-
CKUX HEIOroIla MopaTe Ma y3MeTe XeypPMCTUUKE IpOoIeHe ca cajTa MUHUCTapcTBa caobpahaja u Tprosume
KakKo OMcTe MPUJIArc Ui IJIaH IIyTa TPEeHyTHUM yCJOoBMMA. Y KOJIMKO Cy IaTe ydasbeHocTu uaMmeby myrem
MOBe3aHUX I'Pa/ioBa, KA0 M XeyPUCTUUKA IPoleHa yAajhbeHOCTU JaTUX rpanoBa Ao Bamasyke, ompemu:

Iyt on Beorpama mo Bamasyke
Penocnen nomaBama rpanoBa y 3aTBOPEHY JIKCTY.

I'pamoBu: Beorpan (BI'), Hosu Can (HC), Cpemcra Murposuna (CM), Hlaban (CA), Jlozauna (JIO),

Bujemuna (BN), Mlo6oj ([10), Tysaa (TY), Bamanyra (BJI).

I'pag
Xeypuctuuke npormese 10 bamanyke

UsopoBu Y nameHocT

I'pan | Xeypuctuuka mpoIieHa
BI' + HC 101

BT 350
BT + CM 7

HC 270
BT « IIA 88

CM 250
IITA + JIO 54

ITA 210
JIO + BIA 34

JIO 180
JO & TY 73

bBU 150
TY < BJI 164

10 100
CM « BU 53

TY 200
BU + IO 121

BJI 0
10O + BJI 94
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XEYPUCTUKA

JonmycTtuBa xeypucrtuka - xeypuctuka (h) Koja HUKaja He Ipeuemyje CTBApPHO pacrojame uaMmeby rexyher
YBOpA U ONUJPHOT YBOPA, OJHOCHO 38 CBAKU UBOD BAKU:

h(n) < h*(n),

rae je h*(n) ontumanna xeypuctuka (meHa Hajkpaher myTa o4 4Bopa H IO IMILHOT YBODPA).

YErommKO ce y anroputMy A* KOopmcTu mOmycTMBa XeypHUCTHEKA, akO je MpoHabheH myT 0 IMIBHOT YBOpAa, OHIA
je OH CUTYPHO ONTUMAJIAH.

Kon3ucrenTHa xeypucrtuka - xeypuctuka (h) je koH3ucTeHTHA ako uMa Bpensoct 0 3a NUIBHM YBOD U 3a 6UIIO
KOja IBa CyCeIHA UBODPA M U M BaKU:

e(n,m) + h(m) > h(n),

rae je ¢(n,m) umena npuapy:kene (ycMepeHe WM HeycMepeHe) rpauu (n,m).
Ako je XeypuCTUKA KOH3UCTEHTHA, OHIA j€é OHA W JIOIyCTUBA XeyPUCTUKA.
Ako ce y anropurmy A* KOpUCTU KOH3UCTEHTHa XeypucTuka h, oHma:

e aro je mpoHabeH myT OO HNWJBHOI YBOPA, OHIA j€ OH CULYPHO ONTHMAJIAaH,

e 3a YBOPOBE NOCTYIHE M3 TeKylier yBopa Koju cy Beh y 3aTBOpeHO] amcTu, He Tpeba ce mpoBepaBaTu Oa U
BUXO0Ba BPETHOCT ¢ MOMKE Na Ce axKypupa.

0) [6 moena] YecTo ce ka0 XeypUCTUUKA IPOLEHA yAAJbEHOCT! 2 rpana KOPUCTY Ba3MyIIHA yIAJEHOCT,
jep je curypHo Mama o1 CTBApPHOT IIyTa U TuMe 00e36ebhyje CBOjCTBO OITMMAJIHOCTH, MIOK je KOH3UCTEHTHOCT
3aI0BOJbEHA U3 HejemHakocTy Tpoyriaa (jep je 36up mBe crpanune tpoyria yeBek Behu onm Tpehe). Ilon
IPEeTIOCTAaBKOM Ha cy cienehe xeypucrtuuke BpemHOCTU 3alpaBo Ba3ayllHe yOajseHocTu m3MeDhy rpamoBa
u Bamasnyke, onpenu HOBU penocJien NoNaBama IPAN0BA Y 3aTBOPEHY JIUCTY.

I'pan | Xeypuctnuka ynaibeHOCT (KM)

bI’ 258

HC 215

CM 187

ITA 198

JIO 164

b1 160

10 71

Ty 120




