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CTYOEHTCKA YHUJA DuHAIHO TAKMUYECHHE

MATEMATUYHAPA HS Algorithm 2024

=

YIIYTCTBO 3A U3PAJIY 3AJATAKA

Ilparu TakMuuapu,

Ucnpen Bac ce Hamaze 3amamnu 3a puHagnu neo takmudermna HS Algorithm. Tect ce cacroju ox 10 3amaraka npu
gyeMy je 5 3amaTaka m3 MaTeMaTHKe, OOK je 5 3amaraka m3 uHpOpMATHKe. Y CBAKOM 3aIaTKy mMaliere mpuinke
Ja ce yIO3HaTe ca TeMaMa Koje ce M3ydyaBajy Ha HameM (akKyJTeTy Yy OKBUDY OCHOBHHX aKaIeMCKUX CTyIuja Ha
nporpamuma Marematuka u apopmaTura.

[Mocnenwmu 3amaraxk m3 cBake ODJACTU je KIACHYHOT TUMNA - 3aaTaK pellaBaTe Ha MANUPy KOjUu KacHUje
npenajere U MOTPEOHO je MpPUKA3aTU OeTajbaH MOCTYIIAK 1a OucTe moOmau cBe HMOeHe. Y HEKUM 3adalliMa
he 3aokrpy:kuBame HETAUYHOI OArOBODA HA NUTAE THUIA BUIIECTPYKOr M300pa NOHETHM HEraTUBHE IMOEHE U TO
YETBPTUHY NOEHa Koju cy mpemsubenu 3a Taj mom3anarar (morsematu tabesy). YKOIUKO NUTAHE OCTABUTE
HE3a0KPY:KEeHO, TO ce Bpennyje ca 0 moena. llemokyman panm koju Ha Kpajy mpenajeTe MOpa OUTU UCIMCAH XE€MU-
JCKOM OJIOBKOM, IOK CJIMKE MO:KETE IPTATU I'PaUTHOM OJOBKOM.

p-O6p | obiact Opoj moeHa | HETAaTUBHU IMOEHU
1 Anamuruyaka reomerpuja 9 HEMA
2 Beposarmoha 9 nMa
3 Anrebpa 9 HEMA,
4 Awnanmza v nureapna anredbpa 9 HEMA
) Maremarundka aHajan3a 14 HEMA
6 Jururannu 3anuc mogaTaka 9 uma
7 MarmHcKo yueme 9 nMma
8 Anropurmu u cTpyKType mojaraka 9 Hema
9 Jlexcmaka anam3a 9 HEMA
10 Bemrauka naTEMTEHIIN]A 14 HEMa

Bpewme 3a uspany 3amaraka je 180 munyra. Takmuuapcka komucuja he nsa myra, HakoH 60 u Hakon 120 munyTa,
npohu Kpo3 CBe yUMOHUIIE U OACOBAPATU HA Ballla OUTAKA Y BE3UW MOCTABKU 33 0ATaKa.

CPERHO!
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SAIATAK 1. AHAJIMTUYKA TEOMETPUJA

Jenna on BaKHUX T'paHa aHAJUTUUYKE FeOMeTpUje jecTe cpepHA reoMeTpHja, Koja mpoydaBa OONUKe HA Cepu.
Ilok je kmacuyHa reoMeTpuja, nonyT EykiaunoBe, 3acHOBaHA Ha PABHUM JIMHMjaMa M PABHUM IIOBPUIMHAMA, CepHa
reoMmerpuja ce bDaBu ¢uUrypama Ha MOBPIIMHU cpepe.

Hajsnauajuuja pasnuka je y Tome mTo y chepHOj reomerpujun Hajkpahu myt m3ameDy nBe Tauke Huje npasa, Behl
Hajkpaha kprBa Ha cdepwm kKoja moBesyje Te nBe Tauke. Muora TBpDhema M3 KiIacuUUYHE IeOMeTpUje HE BaKe y
cpepHOj reOMeTpHju - Ha NPUMeDP, KOCUHYCHA TeOpPeMa 3a TPOyrao.

C¢epna reoMerpuja nMa 3HAUAJHY IPUMEHY y ACTPOHOMUJU W reorpaduju, jep ce mianera 3emMiba MOMKE MOIe-
soBatu kao cpepa. OBa obmact reomerpuje omoryhaBa ga ampOKCHMHPaMO OYKAHE PyTa aBUOHCKUX JIETOBa. Y
aCTPOHOMUjU, U3PaUyHABAWKE pACTOjama m3MeDy 3Be3na M BUXOBUX KpeTama M0 HeDy 3aCHUBA Ce Ha IPUMEHU
cpepHe reomMeTpUje.

YKOIMKO mocMaTpaMo paBaH u cdepy, HIOCTOju HEKOINKO MOoryhHocTu 3a BuxoB Mehycobuu mosoxaj. Y Kpajme
HEMHTEPECAHTHOM CJydYajy paBaH he mpomammtu chepy. Y CyOpOTHOM, paBaH U chepa MMajy 3ajeIHUUKUX
Tayaka, TJe je IpBa MOryhHOCT ma ce paiu O CaMO jelHO] 3ajeIHUYKOj TAYKA U TaAa je V MATAlky TaHCeHTHA pa-
BaH Ha cdepy. IIpeocraje moryhuoct rama ce paBan u cepa cery mo Kpyry. Jlako je mpumeruTu ma je mpecedsHu
Kpyr HajBehwu kKaga paBaH mpoJsia3u Kpo3 meHTap chepe. Takap Kpyr ca chepe, duju ce meHTApP MOKJIAIA CA IIEH-
TpoM cepe, 30BEMO BEJWIKM KpYT. ['eorpadcku mpuMepu cy MEPUANjaHU KOjU Cy IIOJIOBMHE BEJIUKOr KPYTra, HOK
Cy CBe IapaJiejie MaJli KPYTOBU, OCHM €KBAaTOPa KOJU jecTe BeJUKU KPyr. Besuku xpyrosm nobumjajy Ha 3HAYAjY
Kala CXBaTUMO na ce Hajkpalie pacrojame maMmeby nBe tauke Ha chepu peanmidyje Hamr Mo YKy BEIUKOT KPyra
KOjU UX cIaja.

ITocmarpamo HajjemrocraBHUjy chepy y TPOAMMEH3UMOHOM IPOCTODPY, chepy MONyIpedyHMKA 1, ca IeHTPOM y KO-
OPAVHATHOM TTOYETKY:

2= {(x1,20,23) : v} + 23 +25 =1}
Cpakn Taury ca chepe X € S? MOKEMO TOUCTOBETUTH Ca HEHUM BEKTOPOM TMOJIOKaja y OJHOCY Ha MeHTap chepe
u yjenuo roopauHaTHU nodyerak O, mro je jemuuuuau Bekrop OX. Coepru Tpoyrao ABC npencraBibajy Tauke
A, B,C € S?, npu ueMy 3axTeBaMo Ja Cy HBUXOBU BekTopu momoxaja, OA, OB u O? JINHEAPHO HE3aBUCHU.
Pa3nor 36or KOjer yBOJIUMO OBaj MONATHU YCJIOB JUHEAPHE HE3aBUCHOCTU je na M30erHeMo IBOCMUCIECHOCTH.
Hauwme, ykoauro cy Bexropu OA,OB u OC' nuseapuo 3asucuu, To cy tauke O, A, B, C konnanapue (mpumanajy
1cTOj paBHM), oxakie cuaenu na A, B,C npunanajy HEKOM BeJINKOM Kpyry. AHaJjoruja ca paBaHCKOM IeOMeTDHjOM
je Ta ma He MOKeMO roBopuTH O Tpoyriay ABC yKOIMKO Cy Tayke KOJIWHEADHE.

Crpanurne cpepHOr Tpoyria aehuHUIIEMO Kao Kpahe JIyKOBE BEJIMKUX KPYyroBa Koju crmajajy Temena. Ilykune
CTPaHUIA MOKEeMO obesexxkutu ca a, b u c.
¥Yrao namebhy crpannna cpepHOr Tpoyria je yrao uaMmeby oarosapajyhux TaHreHTH y TEMEHMMA:

— — —
a=<(Tap,Tac), B=<Tpa,Tsc), v=<Tca,TcB).




WcnocraBma ce ma 3a chepHU TPOYTaO BaKU
cosa = cosbcosc+ sinbsin ccos a,
ITO je MaHIaH KOCUHYCHOj TeOPeMU eyKJIuICKe reomerpuje. [lanman cunycHe Teopeme je:

sina sinb sin ¢

sina sinf  siny’

IlocToju 1 myasHa KOCMHYCHa TeopeMa, Koja maje OmTHOC uaMeDy yriosa:

cos o = — cos [ cosy + sin B sin y cos a,
cos B = — cosy cos a + sin -y sin a cos b,
cosy = — cos acos 3 + sin asin 3 cos c.

O6uMm tpoyrao ce medpunmme kao 36up cBux crpanuna O = a + b+ ¢, TOK ce MOMKe HOKA3aTU 04 je IMOBPIIUHA
cpepuor tpoyrina P =a+ B+ — .

Iompebro je da xonauna pewersa ynuwume y 3a mo npedsubene mpasoyzaonuxe. Ilocmynax ce we ouerwyje. Heza-
mueHre noexe Ha 0680Mm 3a0amry He mosceme da dobujeme.

(a) [4 moena] Ilat je kpyr momympeunmka r1 kKoju caap:xm tauke A(1,0,0), B(0,1,0), C(0,0,1) (Bmoetu cauky
ucnon). Osmauumo ca di pacrojame mamehy Tauaka A u B mepeno mo tom kpyry. Osmauumo ca dy Ly:KUHY
crpanune koja cunaja tauke A m B cdepuor tpoyraa ABC (tj. pacrojame tavaka A u B MepeHO mo je-
MUHUYHOj] cepu ca IMEeHTPOM y KOODAMHATHOM HOYeTKY - Tadku ca koopaunarama (0,0,0)). Tana je dy — dy
jeqHaKO:

2
0) [5 moena] Cpepru Tpoyrao ABC koju ce HANA3U HA jeJUHUYHO] CHepU UMa, yrIiIoBe (v = E, - U MIOBPIIUH
y J J J y 3 3 y

P= % Hoeros obuwm je:
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BAJATAK 2. YBOJ Y BEPOBATHORY

Beposaruoha je rpama maremaruke Koja ce 6aBu MpoydyaBameM CIYyUajHUX [0jaBa U HuUXxoBux mcxomxa. Owna
omoryhaBa KBaHTH(UKANN]Yy HECUTYPHOCTU UM MOMasKe y MOHOWIEHY OMIYKA y CHATyalrjaMa [Oe WCXOAU HUCY
yHanpen no3Hatu. OCHOBHE 3alaTak MCTpaykuBadva y obiaacTu BepoBaTHONE je na mAeHTU(UKYje OCHOBHE KapakK-
TEPUCTUKE CIIyYajHOr EKCIIepUMEHTa, meduHUIe oaropapajyhm mpocTop BepoBaTHONE m pa3Buje Momene KOju
omoryhaBajy amasu3dy m npensubame Oymnyhwmx mcxoma. BepoBarmoha mma mmpoKy mpuMeHy y CBAKOTHEBHOM
JKUBOTY W pa3lIuvYUTUM obsiacTuMa Hayke. Ha mpumep, kopucTu ce y urpama Ha cpely 3a mpensubame mamHce 3a
noOUTaK, y CIOPTCKAM CTATUCTUKAMA 33 aHAJIN3Y YUMHKA UCpada, U y METEOPOJIOTUjU 3a MPOILEHy BepoBaTHOLe
BPEMEHCKUX MojaBa momnyT kuie. Takohe, BepoBaTHOha Urpa KbydHy yIOry y AJrOPUTMUMA, IPYIITBEHUX MPEKA
U BUIEO UTapa, TAe MOMasKe y T€HePUCamkhy HACYMUYHUX gorabaja mim mepcoHasn30BaHUX IPENOPYEA.

IIprmep. 3amwmcanmo Topry OBJMEA KBAApPaTa HA CTONY KOJU jé HOCTABJLEH y KOODAMHATHU cucTeM. Jlome
neBo nosme uMa koopauuare (0,0), a ropmwe necuo (1,1). Topra je momemena na cnemehu maumn:

o Jleo u3HAL NUHUjE Y = 5 IPEMa3aH je YOKOJIATHUM IPEIUBOM.

2
3
2
3

e Jleo ucnon nuHUje y = £ mpeMa3aH je IPEJUBOM O jaroma.

e Jleo 3a KOju Baxku x + y > % UMa IyHeme O BUIIAma, OOK N0 3a KOju BaxKu T + Yy < % UMa IyBeme O
MaJIMHA.

Axo HaCcyMUUHO y0OIEMO TOPTY YAUKAJIUIIOM, CBAKA TAUKa HA MOBPIIMHU TOPTE MMa jeqHAKY IIaHCy na Oyne y6o-
neHa. 3aHuUMa Hac BepoBaTHONa ma ybomeMo meo TOpTe KOjU je MpeMa3aH YOKOJIAIOM U UMa MYHEHE Ol BUIIAHA.

Pemene. Bepoaraoha na ydomemMo meo TopTe KOju je IpeMa3aH YOKOJATHUM IPEJUBOM U MYHEHEM Ol BUIIAHA
je mara Kao IOBPIIMHA NPECEKa OBUX ODIACTHU:

P(4oKoNaHU TPEIUB U BUIIbe) = P(40KOMaIHY IPEJIUB M BUILHE).

Osa BepoBaraoha ce pauyHa Kao MOBPIIVHA IpeceyHe 00JIaCTU MOJE/LeHA Ca YKYIHOM IMOBPIIMHOM TOPTE.

ITospmunua Topre je 1. Ileo TopTe KOju je IPEKPUBEH YOKOIAIOM Hana31/1 ce m3nan auauje y = 2. [loBpmuHa OBOT
nejia MOKE Ce M3PadyHATH Kao IPaBOYTraOHUK Oy:KUHE | 1 meMHe 1-— 37 IITO [Aaje HOBPIIUHY 3 C Opyre CTpaHe,
[e0 TOPTE Ca BUIIHAMA Hanasm ce W3HaI JUHUje T +y = £ U Gopmupa Tpoyrao. lloBpmmua oBOTr Tpoyria ce

n3pavyyHaBa (j)opMyJIOM 5 - CTDAHHUIIA - BUCWHA, THE CY nymMHe CTpaHUIla U BUCUHA jeTHAKE %, T€ je MOBPIIUHA, TOT

neia % . % . % 25 Konauno, moBpmuna npeceka namehy LIOHOJ'Ia,JIHOl" JeJsa U esla ca BUIIHbaMa HaJla3U ce YHyTap
— 2 —

TPOyTJa Ne(PUHUCAHOT NPECEKOM JIMHUjA Y = 5§ U T + Y = g. OBaj mpecek mpeacTaBsba €0 MOBPIINHE rIe cy oba

yCJIOBA MCTOBPEMEHO 3310BOJbEHA. KoHauo mobujamo ma je TpaskeHa BepoBaTHONA:

2 7

2
15 15 225

P(40KO01a4HU IPEJIUB U BULLHE) =

W =
N =

T

(0,4/5)4
N

W

0{0,0) @mo.



OcHOBHU mOjMOBUM y BepoBaTHOhU

IIpocrop morabaja

IIpoctop morabaja () je ckym cBux moryhmx mcxoma HEKOT ciaydajHOr ekcmeprMenTa. CBaKd €JIEMEHT OBOT
CKyIla MPEeACTABbA jedaH MOryNu UCXOH.

IIpumep: Kox Ganama mecrocrpane roukune, npocrop morabaja je Q = {1,2,3,4,5,6}.

Cayuajuu norabaj

Cayuajuu morabaj je momckyn mpocrtopa morabaja, koju obyxBarta ompebene mcxome. Ha mpumep, ako pasma-
TpaMo Darame KOIKUIE:

e A: ,Kouruna mokasyje mapan 6poj” je cayuajum morabaj A = {2,4,6}.
Axo je norabaj jemnax mesom npoctopy norabaja (A =), To je curypan morabaj. Ako je nmpaszam ckyn (A = 0),

To je Hemoryh morabaj.

BepoBaraoha

Beposarroha je ¢ynrmuja koja csakom morabajy A mpmapyskyje 6poj m3 marepsana [0,1]. Pymrmmja P mopa
3a10BOJLUTHU cienelie ocobune:

e HeneratusHoct: 3a cBaku norabaj A saxm 0 < P(A) < 1.
e Beposaruoha curypuor morabaja: Beposaruoha na ce moromu curypan gorabaj je P(Q) = 1.
e Beposatnoha memoryher morabaja: Beposarmoha memoryher morabaja je: P(0)) = 0.

e A muruBHOCT 3a mucjyukrHe norabaje: 3a komauan 6poj mucjyuxktaux morabaja A, As, ..., A, Baxku
n n
P (U Ai> = ZP(Ai).
i=1 i=1

N3pauynaBame BepoBaTHOhe momohy moBpmiuHe

Axo ce morabaju mocmarpajy y HEKOM IeOMETPUjCKOM IPOCTOPY, BepoBaTHOoNa ma ciaydajHO m3abpaHa Tadvka
npunaia Hekoj obnactu A ompebyje ce ka0 0qHOC MOBpIUHE Te OOJIACTU TPEMa MOBPIIUHU IIEJIOT TPOCTOPA.

[ToBpuiuna obaacru A

P(A) = .
(4) IloBpiuHa 11€710T TPOCTOPA

Y cnoBHa BepoBaTHOha

Ycanosua Beposarnoha P(A|B) npencrasiba BepoBarnohy na ce moromu norabaj A, mon ycioBoMm ma ce JOroIuo
norabaj B. Iledunnme ce popmyiom:

P(ANB
IpuHIMO yKbyUEHa U UCKIBYUYECHA
3a konauan 0poj morabaja Aj,As,...,A,, BepoBarnohia yuuje osux morabaja P(A; U Ay U---U A,) Moxe ce

3alIcaTn Ha CJIe,Z[ehI/I HaYMH:

P(AJUARU---UA,) =Y P(A)— Y PANAj)+ Y PANANAL) =+ (-1)""P(A;NAN-- N A,).
1=1

1<i<j<n 1<i<j<k<n

$opmysia moroyHe BepoBaTHOhe

Axko je mpocrop morabaja momemen ma mucjyurrae morabaje Hip, Hos, ..., H, roju nokpusajy meo mpocrtop (Hj U
HyU---UH, =Q), rana Beposaraoha morabaja A mo:xke ma ce uapasu Kao:

P(A) =Y P(H;)- P(A|H;).

i=1



IIpumep

3amvmucanmo exkcnepuMenT: Baramo mecrtoctpany koukuiy. Vzpauynajmo BepoBataohy morabaja: ,,Bpoj je mapan
u Mamu on 5.

Pememe. Osmaunmo A: ,Vicmao je mapam 6poj” (A = {2,4,6}), a ca B: ,Vcnao je Gpoj mMamu wiu jenHak
37 (B ={1,2,3}). Jacho, BepoBarrohe tux norabaja cy P(4) =32 =0.5u P(B) =2 =0.5.

IIpumeTnmo cana, BepoBarHohia na je ucmao mapas 6poj u ma je taj O6poj mawmu unn jennak 3) je P(AN B) = é
(momrro je AN B = {2}). Cauuno, Beposaraoha na je ucnao napan 6poj uiau 6poj KOjU je MambU UM jJeJHaK 3 ce
MO’Ke M3pavyHaTH IPUHIUIOM YKJbYUeHha U UCKbYdemha (& MOXKe U HA APyTe HauuHe, aju OBIE DA WIIyCTPAaluje
IPUKa3yjeMO OBO Delleme), yuMe 1o0ujaMo

1 1
P(AUB):P(A)+P(B)—P(AHB):0.5—5—0.5—6:%—6:%

Cana, ycaosaa BepoBatHohia P(A|B) ce pauyna Ha caenelin maumn: ako 3saMo na je 6poj Mamy WM jelHAK 3

(B), Tpaskumo BepoBaTHONy na je 6poj napan (A), wro naje P(A|B) = Pg;?g])g) = é = %

Koumauno, uspauynajmo sepoBatuohy morabaja C: ,,Bpoj je mapan u mawu ox 5”. OBaj norabaj moskeMo uspas3utu
nomohy maprunuje npocropa nedpunncane norabajuma Hy : ,Bpoj je mamu nnn jemnax 37 (Hy = {1,2,3}) u Ha:
,bpoj je sehim on 3” (Hy = {4,5,6}).

ITpumenom ¢popmyny normyne BeposatHolie nobujamo P(C) = P(C|Hy) - P(Hy) + P(C|H,) - P(Hz). Beposatuohia
P(H,y), na je 6poj mamu unu jennak 3, je P(Hp) = % = 0.5, nok je P(Hy) = % = 0.5, jep oba ckyna mmajy mo
Tpu enemenra. Beposarroha P(C|H1), na je 6poj mapan y Hi, je P(C|Hy) = P({2}) = %, a P(C|H;), na je 6poj

napan y Hy, je P(C|Hz) = P({4,6}) = 2. 3amenom y dpopmysy normyre seposarHolie mobujanmo

3
=-=0.5.

576

1 2
P(C) =505+ 05=

(201 V)

Ocobune BepoBaTrHohe 3a Min m Max

1. BepoBarnoha 3a mMarcuMyM:
P{max(A,B,C) <k} =P(A<knNnB<knC <k),

mITO mMpencTaBha BepoBarHony ma cy cBe Bemuuwmue Mame on k. OBaj uspa3 omrosapa mpecery morabaja rme cy
CBU €JIEMEHTHU WCIOM I'panune k.

2. Beposaraoha 3a MUHUMYyM:
P{min(A,B,C) >k} =PA>kNB>kNC > k),
ITO mpeacTaBiba BepoBarHohy ma cy cBe Bemuuwmue usHan k. OBaj uzpas oarosapa npeceky norabaja rue cy cu
€JIeMEeHTU U3HaH rpanute k.
IIpo6sem ca cermeHTUMA

Nmamo mran AYyEKUIHE 1 HOjM C€ HAaCYMHUYHO JIOMUM Ha OBa MeECTa. Tume ,HO6I/IjaMO TP Malbha ITalla.

OcHoOBHU TIOjMOBU
Ia 6ucmo pemuau caenehe 3amarke, TpBo heMo 00jaCHUTU OCHOBHE MOjMOBE W MPUHIIUIIE:

1. Hacymuunu soMoBU:
IIran ce momu HA nBe cayuajHe Tauke X u Y ymyrap uarepsaa (0,1). JIoMOBU mese mWTal Ha TPU CETMEHTA.

2. CermeHTn:
Iyxkune cermMeHara Oe(UHUNLY Ce KAO:

S =min(X,Y), Se=|X-Y|, S;=1-max(X,Y).

3. ¥Ypebenu cermenrtu:
Haron mro m3pauynamo cermente Si, 52,53, ypebyjemo nx mo Bennuwau mHeomanajyhe:

Ly = min(S1,S2,53), Lo = apyra no Besuuunu ox Si,.52,53, Ls = max(Si,Sa,S3).



Cayuaj 1: X <Y

Axo cy Tauke somoBa X = 0.3 mw Y = 0.8,
cermenTu cy: S; = 0.3, S = 08 —-03 =05 u
Sy =1-0.8=0.2.

Coprupano: L1 =0.2, Ly =0.3 u L3 =0.5.

S1=0.3 Sy =0.5

X =03 Y =028

HejemmakocT Tpoyria

Cayuaj 2: X >Y

Axo cy Tauke somoBa X = 0.8 m Y = 0.3,
cermerTu cy: S7 = 0.3, S = 08 —-03 =05 u
S3=1-0.8=0.2.

Coprupano: L1 =0.2, Ly =0.3 u L3 =0.5.

S1 =03 Sy =0.5

Ila 6u ce Tpoyrao morao (pOpMUpPATH OL TpU cerMenTa nyskuHa L1, Lo m Lg MOpa BakuTu

Ly + Ly > Lg,

rae cy cermedTtu coprupanu neomanajyhe (tj. Basu L < Lo < L3).

(a) [4 moena] Koauka je BepoBarHoha ma ce ox Tpu cermMeHTa MO:xke (GOPMUPATU TPOYTao?

(6) [4 moena] Konura je BepoBarnoha na je majsehm cerment xpahwm ox 0.67

7 13 17 6 13
55 05 Py Doy My

(8) [1 moen] Konura je BepoBaTtHOha ma ce om Tpm cermenTa MoO:ke (GOPMUpATU TPOYrao miau na je Hajsehm

cermenT kpahu ox 0.67
13 7

53
26 —
25 ) 100

RET

1
B)Z a) 1

a)



DuHAJIHO TAKMUYECHE

- nmdpa
CTYOEHTCKA YHUJA -
‘E’: MATEMATUUYAP A [HSRE
v HS Algorithm 2024

SAIATAK 3. AJITEBPA

Anrebpa je jemHa oI OCHOBHUX I'pDaHa MaTeMaTHKe KOja MpOydYaBa CTPYKType Kao MTO Cy IpyIe, IPCTEHOBU U
oJba, 3ajeNHO ca HUXOBUM OllepanujaMma M penanujama. I'pyme onucyjy cuMmerpuje u TpaHchopManuje, Ipcre-
HOBU ce 0aBe CBOjCTBUMA OIEpallMja cadupama U MHOKEHA, HOK MOJha MPOMIUPY]jY OBE KOHIIETTE Ca ICTUJIAYKAM
crpykrypama. AnreCpa Haia3m NPUMEHY Y MHOTMM O0JIaCTHMAa, KAO WITO Cy KpUOTorpa¢uja, treopuja Gpojesa,
uHbpOpMATUKA U (U3MKA, Tae IOMaKe y MOIAENUpakhy W PellaBamy CIokeHuX npobdnema. Hbenm kommenTtu cy te-
MeJbHU Yy MOAEPHOj MATEMATUIM U HAYIH.

Hedpununumja 1. I'pyna je aarebapcka crpyrrypa (G,-), rae je G HempasaH CKym, a - OMHApDHA oOlepamuja Ha
G roja mma cienehie ocobune:

e AccommjaruBHoct: 3a cBe ,Y,2 € G Baku (z-y)-z2=x-(y - 2).

e Ilocrojame Heyrpansor exeMenTta: [locTtoju e € G TakBo na 3a cBe t E G BARU T -e=¢€ - = T.

¢ ITocrojame MHBEpP3HOT ejleMeHTa: 3a cBako = € G mocroju ' € G TakBo ma je x-z ' =2 1 -z =e.
Hepunnnmja 2. Heka je G rpyna. [Tonckyn H C G ce mazuBa noarpynoMm ox G ako BasKu:

e 3a cBe h; u hy u3 H, enement hihy ce takobhe nanaszu y H.

e 3a cBako h € H, u uuBep3 h™! ce mamasu y H.

He¢muumuja 3. Heka je G rpyna. 3a monckyn S C G kaxxemo na remepumne rpymy G u mumemo G = (S) ako ce
cBaku eneMeHT n3 (G MOMKE 3alMMCcaTy Kao KOHAUAH MPOU3BOJ €JIeMEeHATa M3 S U HUXOBUX MHBEP3A.

Iedpununmja 4. Muenapcka rpyna D, je Tpyna cuMeTpuja IPABUIHOT N-MHOTOyTIAa (1 > 3) y OMHOCY HA KOMIIO-
3UINUjy TPECIUKABADA.

3a 6umio KakaB 030mpHUjU anrebapcku pan ca rpynom D, 6wuhe morpebHO na 60J/be Pa3yMeEMO M OMUNIEMO HEHE
enemente. [Tocmarpahemo kBanpar ABC'D kao Ha caunu:

D c

A B

Cumerpuje oBor KBamparta Mory Owutu poramuje um peduiercuje. [Ipu tome, meby poramumje hemo ypauyuatu n
UIEHTUYKO MPECIUKABAKE £, KOje je HeyTPAJHU eJleMeHT y rpymu Dy.

D C D C

A B A B

Ca P hemo o3zmauuTu pOTaHI/ij 3a g OKO IIE€HTpa KBaJpaTa Yy CMepy CYIPOTHOM O KpeTalma Ka3aJbKe Ha CaTy.

D C c B




OcraJe poranuje OHIA MOKEMO M3PA3UTH Kao p° u p°, mpu uemy je pt =e.
Ca o hemo o3aumTu pediekcujy KBagpara y OTHOCY HA HETOBY BEPTUKAJIHY OCY.

D C C D

A B B A
WNMajyhu v Buoy reoMeTpujCKy HMHTEPIpETANHjy, jacHo je ma je o
TAKO TITO MPBO 3apPOTUPAMO KBAJIPAT, Ia Cy OHE: op, op’ u op’.
IloGujamo na je

= ¢. Ocrane pediercuje MOKEMO U JOOUTHU

D, = {Eapv pz,pS,J, ap, 0p2,0P3}~
——— —— —

poranuje pedaekcuje

Mosxemo mpumeruTu na je Dy reHepucama ca p U o, Ipu yeMy 3HaMo na je pt = e u 02 = ¢. IllTo ce Tuye omHOCA
Ta ABa T€HEPATOPa, UMAaMO:

D C C D D A
o 4

A B B A C B

D C A D D A
P’ o

A B B C C B

MosKeMo 3aKkbYUIUTH Oa je po = op>, omHOCHO po = op~ '. Ha Taj mauus no6ujamo mpesentammjy rpyme Dy IpexKo
reHepaTopa ” peJjanuja:

4 2 —1
Dy=( po |p =¢c,0°=¢ po=0op ).
~—~
reHepaTopu peJsanuje

Tlormyso camuuHO 6GUCMO 3a CBAKO n > 3 mobuiu:

D, = (po|pt=¢c0%=¢, po=0pt).

Hepuaumuja 5. [lejcro rpyme G ma ckym S je mpeciauraBame - : G X S — 5 ca ocobunama:
e c-x =2z 3acBe x €5, rae je e HEyTPaJIHU eJeMeHT rpyme G.
e g-(h-z)=(gh)-x3acseghecGuaecs.
Y3 mejcrBo rpyne G Ha ckyn S nepunumemo ciaenehe ckymose:
e O,={g-x|g€ G}, opbuma esemenma x € S.
e Stab(z) ={g € G| gz =z}, cmabususamop esemenma x € S.

e Fix(g) ={z €S| g -z ==z}, pukchu ckyn esemenma g € G.



b
ITom3amarak 1 [1 + 1 moen] Heka je G = { [g 1]

a,beR,a# O} noarpyna rpymne GLs(R).

Ca
a

-x =azxr + b,
0

€eG, xeR

je meduuucano mejcrBo rpyme G ua R.
Onpemutu crabunm3aTop 3a exeMeHT 2 € R, ka0 u UKCHU CKyII 3a

-2 3
PG
0 1

Ipu OBOM [ZI€jCTBY.

Oprosop:

Oparosop:

Ckyn cBux opbura o3mauasamo ca S/G.

Tepbemwe (Bepucajnosa sema) Heka je G komauna rpyma kKoja mejcTByje Ha koHadaH ckyn S. Tama Basu:

S/G Fix(g
/61 = 17 3, IFix

geqG

Capma razma ¢MO ce YIO3HAJIU ca TEOPUjoOM MO:keMo y3 nmomoh mejcrBa rpyne u BepHcajmoBe Jjieme MHOTO JIAKIIE
pemuTy HeKe 3aHUMJLUBE mpobiieMe.

ITpumep. OapemuTu HA KOJIMKO HAUMHA CE€ MOrY OOOjUTM TeMeHa MPAaBUJIHOI MEeCTOyIria ca 1 060ja ako Cy aBa
Oojema mcTa Kama ce jeTHO OO APYror MOKe MOOUTH:

a) pOTalMjoM IIEeCTOYIJIA,
6) OPOU3BOJLHOM CUMETPUJOM IIECTOYTJIA.
Pememe. a) Heka je S ckyn csux moryhux Gojema Temena mecrtoyriaa. Tana MoskeMo 3amucaru:
S ={(ao,a1,0a2,a3,a4,as5) | 1 < a; <n},

npu yemy a; = k 3Hauu ma je i-To Teme obojeno k-tom Gojom. IIpmmermvo ma je |S| = nS.

CI/ITyaHI/ij MOKEMO IIpeaCTaBUTU W MECTOYTVIOM Ha CJIIWIU:

a4 as

as
a2

ao ai
HMonrpyna csux porauuja (p) rpyne Dg meayje ma ckyn S porupajyhim temena mecroyrmaa. IIpu Tome cy mBa

0Oojema MCTa aKO W CaMO aKO Ce Haja3e y ucToj opbutu mpu oBoMm mejcTBy. Ilakime, Tpeba ma mapauyHamo 6pPOj
opbura |S/(p)|. Iz Bepucajmose meme je:

1 I
1S/{p)| = o Z [Fix(g)] = ¢ D [Fix(p')
ge(p 1=0



Cse mTo je jom morpebHO Ja ypaauMo je na M3pavyyHaMO KOJHUKO Ce eJIeMeHATa HaJla3n y (UKCHUM CKYIOBIMA
KOje CMO mobuiu.

3a i =0 mvaamo ma je p' = ¢, ma cBu esemenTn ckyma S ocrajy ¢ukcupanu. Harme, |Fix(g)| = nS.
3a i = 1 mMaMO esleMeHT p KOju mpeacTaBiba poranujy 3a 60° OKO IeHTpa MmecToyria y CcMepy CYIPOTHOM O

cMepa Kperama Kasajbke Ha cary. IheroBo nejcTBo MOkKeMO IPENCTABUTHU CIMKOM McIon.ojema y (pUKCHOM CKy-
Iy Cy OHa KOja MPU OBOM M€jCTBY OCTAajy WHBAPUjAHTHA.

[¢7} as as a9

as ag Qy a1

ap ai as ag
To 3naum ma mpBa U Apyra CIWKa MOpajy OWTH mMCTe, omariie moOMjaMo yCJIOBE:

apg = as, a =ap, az=a, a3z=az, a4 =as, a5 =0a4.

3akbydyjeMo oa BaKU:

na je: |Fix(p)| = n.

CauysHo BasKu 3a N = 2, rae mMaMo ,I[ejCTBO C€JIEMCHTa p2, KOra npeacraB/baMO CJIMKOM:

a4 as az ai

as az as ao

ao ai aq as
W3 jemmaxkocTty mpBe m Opyre CiIvke IOOMjaMoO yCJIOBe:
ap = a4, a1 =4as, az=4ap, az=ai, a4 =40az, as=as.

3akmyuyjeMo na je:
a=a=a=a, a=a=a=0 1<apB<n,
na je: |Fix(p?)| = n?.

CunnyHuM paszMarpameM Jo0ujamo

[Fix(p?)| = n
Fix(p")] = n?
[Fix(o%)] = n

Kana cBe cymmpamo, nobujamo ma je 6poj TpaskeHux 6ojema jeqHak:

é(n6+n3+2n2+2n).



6) Cse je mcTo ka0 y meay a), caMo MTO Cala YMECTO MejCTBa MOArPYIE (p), MoCMaTpaMO HEejCTBO Ieje TPYIe
Dg. Ha ocuoBy DBepucajnose meme mobujamo ma je 6poj TpaskeHux Oojerba jemHak:

B 2 [Fix(o) = 5 3 [Fix(g)l.

g€Dg g€Dsg

Kapauuannoctu pukcHUX CKymoBa poranuja cMmo Beh ompemunu y meay a), ma ocTaje caMo jOIl Ia UX OJPEIUuMO
3a pediiekcuje.

Pedraexcuja o je y omHOCY Ha BEPTUKAJHY OCY MIECTOYIJIA, Ia je IHEHO OejCTBO IPEACTABJLEHO CiedenoM CIIIKOM:

a4 as as aq

as a2 az as

()] aq aq Qg

W3 jemmaxocTu mpBe U Apyre CIUKE 3aK/bYUyjeMO A BaKU:
apg = a; = «q, a2:a5:ﬁa a3 = a4 =7, 1§a,6,’y§n,
3

na je: |Fix(o)| = n°.

IlejcTBO pediexcuje op mpencraBibeHO je cienehiom camkoMm:

aq as as az az as
P o
—_— —_—
as az aq ai ai aq
ag al as ao ap as

W3 jemmaxocty mpBe 1 Tpehe cauMke 3akbydyjeMO Oa BarKu:
apg = @, a1:G5:B, az = a4 =7, 0'3:67 1Saaﬁa’y;(s§na
4

na je: |Fix(op)| = n*.

IlejcTBO pedirekcuje op? MpeacTaBbeHo je ciaemehoM CamKoM:

ay ag

Q4 as az a1
2
P o
_— _—
as a2 ag ag ag as
ao ai (€2} as

as a4

W3 jemmaxkocty mpBe m Tpehe CcauMke 3aKbydyjeMO Oa BarKU:

apg = as = «, a1:a4:ﬁa a2 = asz =1, 1Saaﬁa’}/§n7



ma je: |Fix(op?)| = n®.
CnuuHuM pasmMaTpameM To0ujaMo
[Fix(ap)| = n*

[Fix(op")] = n®
[Fix(ap)] = n*

I
3

Il
3

Kana cBe cymupamo, mobujamo na je 6poj TpakeHux OOjerha jemHak:

1
13 (n6 +3nt+4n3 + 202 + 2n) .

IMomsamarark 2 [3 moena] OxpemuTu HA KOJIMKO HAYMHA Ce€ MOTY OOOJUTM TeMEHA NPABUJIHOT METOYTIa ca N
0oja, ako cy mBa 6o0jema MCTa Kaaa Ce jeIHO OO APYTOor MOKe NOOUTU POTAIMjOM METOyTJIA.

ITom3anarax 3 [4 moena] OxpenuTy Ha KOJIMKO HAYMHA CE MOTY ODOJUTH TeMeHa IPABUJIHOT OCMOYTIJa ca n 60ja,
aKo cy OBa Dojema mcTa Kaga ce jeHO O APYTOT MOKe HOOUTU MPOU3BOJFHOM CHMETPUjOM OCMOYTJIA.
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SAIATAK 4. JIMHEAPHA AJITEBPA U MATEMATUYKA AHAJIN3A

Jluneapra anrebpa 1 MaTeMaTUYKa aHAJIN3A IPEACTABBA]Y (yHIaAMEHTAJIHE MATEMATHUKE 00JIACTH KOje Ce U3yUaBajy
Ha CBMM MATEMATUYKUM (haKyJITeTHMa OJ CAMOT HmodeTka cTyauja. Mako ce Besa m3MeDy muX MOKIA U HE BUIU
oIMax, 3alpaBo je BeOMa jaka M Orjena Ce y CBOjOj MYHO] PACKOIM KPO3 TEOPUjY YHUTAPHUX MPOCTOPA U3 KOje
ce HamaJsbe pasBujajy Teopuja PypujeoBux pemoBa n XuabeproBux mpoctopa. ®PypujeoBu pemoBu om came mojase
TOr KOHIlENTa Hajasze Beauky npumeny. Cam Pypuje mx je KOPUCTHO 3a pelaBame jeJHAUNHE TOIJIOTE, a JAHAC
ce Kopucte y oOpaay M KOMIPECUjU CUTHAJA, AJTOPUTMUMAa 33 MPENO3HaBame OBOpa Y Ha OPOjJHUM IPYTUM
MecTrMa y wHAycTpuju. Bor HeymawHH-0OBUM MaTeMATHYKUM 3aCHUBAIHEM KBAHTHE MEXAHUKE HA TE€MeEJby CIEK-
TpaJlHE TeOopuje onmeparopa Ha XuiabepTOBUM MPOCTOPUMA, KA0 U OyPHUM Pa3BOjeM OBE U CPOTHUX AUCHUIIINHA,
GYHKIMOHATHA aAHAJIN3a U TEOPHUja OMepaTopa MOCTaJie Cy He CaMO MMIIO3aHTHE MaTeMaTudke Teopuje, Beh u cam
TeMeJh caBpeMeHe (M3VKe M jenHa O] HeHMX HajMONHMjux amapaTypa.

Henrpanun objerkar 3a kacHuje yBobheme mojmoBa PypujeoBor pema m XuabepToBUX HPOCTOPA je€ CKAJAPHU
IPOU3BOL Ca YMjUM CTe ce obwunmM obOaumkoM Beh cycpenaum m3ydaBajynu aHAJUTUYKY TE€OMETPHUjy. ¥ mabeM
TexkcTy ne¢puHucahemo onpebene mojmoBe momydopmanno texxehm 6amancy uameby oHora mTo BaMm je moTpebHO
Ia pemmuTe 3anaTKe Y OBOM eIy W IPEIU3HOCTU KAKO OMCTe MMAJU CBECT O IOTIYHO] KOMIUIEKCHOCTU TEOPUje
KOjOM ce GaBUMO.

Hedunnrnuja: Bexropcku npocrop V manx momem R (TpenyrHo Huje OmTHO mTa 3HaumM ga je R mosme) je CKyn
BEKTOpa TakBUX na VYu,v € V Bpemu au + v € V 3a cBe peasne 6Gpojese a, [3.

3a U C V gaskemo ma je mormpocTop om V ako Vui,us € U Bpemu ajuy + asus € U 3a cBe peaane OpojesBe o, as.
ITumemo U < V.

IIpumep: R? mocmaTpas Kao CKyIn BEKTOPa y 3 MUMEH3Mje IPU UEMY CBAKU BEKTOD CMATPAMO 13 KMa, HOUYCTAK
Yy KOOPIMHATHOM IIOYETKYy U na je oapeben xoopunarama (x,y,2z) Kpaja TOr BEKTOPA je€ BEKTOPCKUA MPOCTOP HA
momeM R.

Hepununmuja: Herka je X Bexkropcku npocrop Han momeMm R. Pymruuja || - || : X — R masuBa ce HOpMa ako

UCIIyBaBa:
e |z]| >0 u ||z =0 ako u camo ako x =0
o | Az|| = |\|||z]| 3a cBaku peanan 6poj A
o llz+yll <llll+llyll-

Tana ce ypeben nap (X, || - ||) masusa HOpMUpaH BekTOPCKU npocTOp. PyHKIMja HOpME 3aMUILLEHA j€ TAKO Ia
VMUTHUPa CBOJCTBA AllCOJNyTHE BPEIHOCTH.

Hedpunnmnuja: Pyurumja (-,-) : X x X — R koja ucnymasa cBojcrsa:
e (z,2) >0 u (z,x) =0 aro u camo axo x =0

i (x,y) = (y,x>



o (M1 + Aoza,y) = A (T1,y) + A2 (@2,y) 3a cBe A\, A2 € R

HA3UBA C€ CKAJApPHU Npom3BoA. Y TOM ciydajy ce ypeben map (X, (-,-)) Hasusa yHurapan win npen-XuiabepTos
IPOCTOP.

Tepbeme: Cpaku yHnTapan npocTop je HOPMHUPAH, jep Ce HOPpMAa MO:KE YBECTU HA MPUPOLAH HAUUH CA
[zl =/ (z, z).

Hehemo ce GaButy mokasmBameM na OBaKO AepUHUCAHA HOPMA 3aKUCTa 3300BOJbABA AKCHOME HODME U3 jenHe O1
IPETXOMHUX Ae(pUHULIN]A.

IIpumepn:

e Cramapru npousson y R3 koju cre yummu y mromu nepunucan ca {(x1, T2, x3), (Y1, Y2, y3)) = T1y1 +Tays +T3Y3
3aMCTa 3a70BOJbaBA AKCMOME CKAaJApHOT MPOM3BOJAA W3 MPETXOMHE NeduHMIMje. AHAJIOTHO ce mepuHuUIIe

ckaJjiapHU mpousson y R”

e Huje remko nokasaTu na HenpekuaHe (yHKIUje HA MHTEPBANY |a,b] umHe jemam BeKTOpCEKM mpocTtop. Ha

OBOM BeKTOpCKOM HpOCTOpy MOXKEMO yBeCTI/I CKaJIapHI/I HpOI/I3BO,H ca:
b
(f.9) = / f(@)g(z)da
a

Hepuuummja: 3a sexrope f,g € X Kaxke ce Ja Cy OPTOTOHAJHU U TO ce o3Hauasa ca f L g, yrouuko je (f,g) = 0.
3a crymoBe F,G C O raxke ce ma cy oproroHajHu, a o3navaBa ca I' | G, ako je f 1 g 3a cBako f€ FugeQg.
Ca G o3mauapa ce ckyn cBux f € H koju cy oproronannu Ha G 1 HAa3MBa ce OPTOroHAJOM ckyna G.
Tepbeme: G+ < X T1j. cBaku opToroHan je mormpoctop ox X OJHOCHO 3aTBOPEH je Y ONHOCY Ha JIMHEApPHEe
KOMOWHAaIMI]e.

Teopema o0 oproroHaaoj npojeknuju: Ako je X BEKTOPCKU NPOCTOP HA KOMeE je ner(HUCAH CKAJAPHU TPOU3BOI
(tj. ymurapuu mpoctop) u U mormpoctop om X Tazma ce cBaku BeKTOp v € X MOkKe NPEACTABUTU Y OOIUKY
v =717+ mpu uemy je v € U,v' € UL. Bekrop T HazuBa ce OPTOTOHAJHA IPOjEKIHja BEKTOPA ¥ HA MOTIPOCTOP

U, a pacrojame BekTopa v on norupoctopa U mepunume ce xao d(v,U) = [[v']].

A

Hompebro je da Konauna pewera ynuwume y 3a mo npedeubene npasoyzaonuke. Ilocmynax ce ne oyeryje. Hezamuene
noeHe Ha 060M 3adamky He mooceme da dobujeme.

a) [3 moena] ITosnaTo je ma je mpecaukasame o: R3 x R? — R:

(1,22, 23) © (Y1,Y2,Y3) = 2x1y1 + 222y2 + 2T3Y3 — T1Y2 — Tay1 — T2Y3 — T3Y2

jemaH ckaJapHKI IPOM3BOJ HA BEKTOPCKOM mpocTopy R3. Axo je U ckyn cBUX pemema jenHaumue T — 2y + 3z = 0

y CKyIly peasHux OpojeBa ompemuTy pacrojame sexropa v = (0,1,4) on U.




Hedunnrnuja: Cryn {ej,es,...} je opronopMmpana 6a3a yHUTAPHOT IpOCTOpa X akKo ce CBaKkW BEKTOp v € X
MOK€ IPEICTABUTH Y OOIUKY U = q1€1 + Qgeg + -+ -+ ey +... U ako Basku ¢; L ej 3a i # j u ||e,|| = 1 3a cBako n.

ITprmep: IlocebHO Ham je on WHTEpeca OAPEIUTH OPTOHOPMUPAHY 6a3y 3a TPOCTOP HENPEKUTHUX (YHKIM]a

Ha [ ™ 7T] Ca CRaJIapHUM IOPOM3BOIOM ,HerI/IHI/IcaHI/IM ca f, f f Mosxke ce moraszaru Jaa beHKHI/Ije
1 cosx sinx cos2z sin2z cosnz sinnz :
{\/T—ﬂ_, NI Ry - Ry L Ry - Ry - } UYrHE OPTOHOPMUPAHY 6&3y 3a IPOCTOP HEIPEKWITHUX (i)yHKLII/I‘]a

Ha [—7, 7| ca OBUM CKAJIADHUM IIPOM3BOJIOM.

3aucra, 3a m # N BaKU:

T 1 s
(cosmz, cosnz) = / COS M COSNT = o (/ cos(m + n)xdz +/

—T —T —T

T

cos(m — n)xdm)

1 [ sin(m+n)z|" sin(m —n)x|"

=0
2 m+mn

o m-—n

3a m = n [OBOJBLHO j& MPOBEPUTHU

" "1 2 L([" in 2ma |”
||Cosmx||2:/ costxdx:/ Mdm:f / ldz + 2

5 5 5 =7 = ||cosmz| = /7T

- - -7

Ananorro 6ucmo nokaszamu (sinma,sinnz) =0 3a m #n u ||sinmz|| = /7.

Hedpunnruja: Pypujeos pen Gpyurumje [ nepuHmucane Ha mHTEpPBANLY [—T, 7] je

S =

oo
0 .
? E (an cosnz + by, sin nx)

rae ¢y {ag,a1,...,an,...,01,b9,...by,...} ®ypujeosu roepunmjentn nepurncany wa cienehun mauwn:
0= %flrf(ff)dl"
= %ffﬂ f(x)cosnxdr 3an>1
by, = %ffﬂ f(z)sinnxdr 3an>1

Teopema (Iupuxie): Aro je Henperuaua GyHKIUja [ 1e0-TI0-T€0 MOHOTOHA (MEHa MOHOTOHOCT KOHAYHO MHOTO

nyTa maMehy Tauaka JOKAJHOI MakCUMyMa W MUHHUMyMa) Tana Baxu S(x) = f(x) 3a ce x € (—m, ).

6) [3 moena] VMspauynatu Pypujeose koepummjente {ag, ay,...,an,...,b1,b2,...bpn, ...} 3a dysrmujy f(z) = cos %

Ha uHTEpBaNy [—7,7]. Hamumure cBe KoedunmjenTe Koje ycrmere M3padyHATH.

B) [3 moena] M3spauynaru cymy

Z =

Hemojre 3aokpysxuBaTy 6pojeBe Ha KaJKyaaTopy!




3a yueHMKe KOjU Ce paHuje HUCY CyCPeJd Ca TUM [I0jMOBMMAa HABOAUMO KPATaK YBOI Y MHTErpaJe.

e Nsson ¢ymrumje F(z), y osmamm F’'(x), je maTemMaTwmuka omepammja Koja TPEICTABILA OP3WHY MPOMEHE
¢yurumje y onpebenoj taukm, Tj. Mepm koumko ce (yHrmuja F(x) mpoMeHnm kama ce BPEIHOCT HE3aBUCHE
OPOMEHJLUBE & MPOMEHU 3a BPJIO Majy BpemHocT. Wszson ¢ymrmmje F(r) mpeacraBiba TPOHANAKEHE HOBE

¢yurnuje f(r) roja ommcyje Op3uHy IpOMeHe OpPUTMHAJHE (QYHKIUje y 3aBUCHOCTU OJ IPOMEHE BPEIHOCTHU

ar

npomenssuse T, Tj. f(x) = F'(z) = 5.

e Uurerpan ¢yurnuje f(r), y o3namm ff(x) dx, je MaTeMaTWYKa Olepalrja Koja MpeIacTaB/ba CYMPOTHOCT
usBony. Varerpan ¢ymruuje f(x) mpexncrasiba IpoHAJakeHe HOBe (yHEuuje F(x), HA3BaHE MHTErpajHA

¢yHKIUMja I OPUMUTUBHA QYHKINja, YMjU je U3BOL jeqHaK opuruHaiuo] Gpyuxnuju, tj. F'(z) = f(x).

e Onpebenu unrerpasn pyuruuje f(z), y oznamm f; f(x)dz, npencrasma 03HaUYEHY TOBPIIUHY UCIOL IPadUKa

¢yurumje f(x) Ha wHTEpBANY [a,b].

Signed area of a region = (area above x-axis) — (area below x-axis)

o Ibyrn-JlajoaunoBa ¢popmyiia Ako je pynrnuja f(x) HenmpekunHa Ha WHTEpPBANY |a,b|] Tana je f; flx)dz =
F(m)|z = F(b) — F(a) rme je F(z) ¢pyuxmmja taksa na je F'(z) = f(z).

Heka npaBuia 3a payyHas-€ M3BOJa M MHTETPAJA:
e (sinz) = cosz, (cosz) = —sinx
e [sinz=—cosz+C, [cosz=sinz+C

Heka IIpaBMJIa KOja BaykKe 3a M3BOJEe W MHTEerpaJe:

Ocobure M3BOIA, Ocobure WHTErpaIa
(Cfl(x) =Cf'(x) fo(fE)dﬂf =C [ f(z)dz
(f(z) £ g(x)) = [f'(z) £ ¢'(x) J(f(@) £ g(@))dx = [ f(x)dz £ [ g(x)dz
(f(z) - g(= ))/ f'(x)g(x) + f(x)g'(x) Ju(@)v’ dw—u(x)v(w)—fv(w)u’(w)dfﬂ
(fg) = Mot [ £(9(@)) - ' (w)dz = flg(@) + C
(F@)) = f'(g(x)) () ¥ nperxomnom peny, byHKIMja g(2) je CMEHa U MUITIEMO

g(x) =t, dt = ¢'(x)dx u TO 3aMEHUMO y UHTErpaJ
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SAJATAK 5. MATEMATUYKA AHAJIU3A

Ananu3za je MmaTeMaTuukra 00JACT KOja ce DABU M3yUyaBameM IPDAHUYHUX MPOIEca U DECKOHAUHO MAJIUX BEJIUYMHA.
BepoBaTHO cTe uyJsm 3a IOjMOBE Kao IITO Cy UHTErPaJl, U3BO I WU JuMec (rpanudHa Bpensoct). HajburHuju mojam
y aHaJMU3U jecTe IojaM (YHKIUje Tj. IPECIMKaBama Ca KOJUM CTE Ce CYCPeJU Yy CPEeOEHOIIKOJICKOM 00pa3oBamy.
Y amanau3u yobrdajeHo MOCMaTpPaMO KaKO Ceé HEeKAa (YHKIU]a jeqHe peaJiHe IPOMEHJbUBE MOHAIIA Y ,,OKOJIUHU HEKE
rauke a”. Ilox ,,0KOIMHOM HEKe Tauke a” MUCIUMO Ha TaYKe KOje ce Haja3e Ha HEeKOM (MaJjloM) DACTOjaly O TauKe
a. Ha npumep, uarepsan (1.95,2.05) MHTYUTUBHO MOKEMO CMATPATH OKOJIMHOM Tauke 2. MebhyTtum, nomerynu cmo
IIojaM pacTojama jeHe Tadvke ol APYyre TadKe - ¥ CKYIy peaJHuxXx opojesa R je mpuponHo mocmarpaTu pacrojame
ZBe Tauke Tj. ABa Opoja a U b KAO AICOIYTHY BPENHOCT HUXOBE pasiuke |a — b| - pacrojame Gpojesa 2 u 2.05 je

|2 — 2.05| = 0.05. ¥ ckymy R? pacrojame tauara A(z,y) u B(z,t) je /(x — 2)2 + (y — t)2.

OBaj HaumH Mepema pacTojama m3Meby Tauaka ckynma R u R? cy HaM MHTYUTUBHO jacHa W TOTPUIMYHO HO3HATA
13 CBAKOIHEBHOT ;KMBOTA. RAaKO y MaTeMaTHIW YBEK TEKMUMO OIIITOCTU Tj. YHUBEP3AJHOCTH, YECTO MOKYIIABAMO
a MepuMo U pacrtojame m3MeDy Heke nBe Tauke (Tj. Heka IBa ejeMeHTa) npous3BosbHOr ckyna X. Ilpenomeme
UHTYUIMje O MePeny PacTojama Yy ONMTHjUM CUTyalujaMa MO)Ke OUTU BUIIECTPYKO KOPUCHO - MHOTe O30MJbHU]jE
MaTeMaTUJKe TeOpHje pa3Bujajy ce yIpaBo rpaje ce Ha MEeTPUYKUM IpOoCcTopuMa, MeTpuka JIOEOOHCKe Kee3HuIe
(enru. taxicab metric) caysku gucmevepuMa ma 3HAjy KOJU TAKCU Aa MIaJby HA aIpeCy, ajd CBOje IPUMEHEe HaJa3u
4 y pa3BUjalby XEYPUCTUKA 33 BEUNITAUYKY MHTEJIUreHIU]y, y OOpaIy CIMKA KOPUCTUMO METPHKE na IPOIEHUMO
KOJIUKO C€ PAa3JIMKY]y, ¥ TEOPUjU PEJIATUBHOCTU IPOCTOP-BPEME C€ MOJEINYje Ka0 METPUYKU IPOCTOP...

IIIra cy omma 3ampaBo (OPMAIHO METPUKA U METPUUKHU IPOCTOPU?!

[ocmatpajmo ocobure pactojama +/(z — 2)2 + (y — )2 msmeby Tawara A(z,y) u B(z,t) y R2. Bawme caenehe

ocobOuHe:
e pacTojame je HeHeraTUBHO U jenHako je 0 ako ¥ caMoO aKO MEPUMO PACTOjame HEKe Tauke On caMe cebe;
e pacrojame on A no B je jemnako pacrojamy om B mo A;
e pacrojame on Tauke A 10 B je mame Hero 36up pacrojama Tavaka A u B on meke tauke C(p,q) y RZ.

Capna MOkeMO Ha IPOU3BOJLHOM CKymy X oApeauTu yciaoBe na Heka (yruumja d: X x X — R Oyne pacrojame Tj.
merpukra (d je on enriseckor distance).
Hedunnrnuja: Hera je X npomssoman (menpasan) ckyn. Pymrmuja d: X X X — R je merpura Ha ckymy X ako

3an0BosmbaBa ciaeneha ceojeTpa:
1. Bacse z,y€ X jed(z,y) 20ud(z,y) =0 <=z =y;
2. 3a cee 7,y € X je d(z,y) = d(y, x);
3. Ba cee 7,9,z € X je d(z,y) < d(z,z) +d(z,y).

Tana kaxxemo na je (X, d) jenan METPUYKU MPOCTOP.



IIpumep: Juckpemua mempuka Ha Guno koM ckymy X neduuucana je ca g : X x X — R ca g(z,y) = 1 ako
x#yu g(x,r) = 0. Huje remro nposeputu xa je (X,g) 3amcra METPUYKA NPOCTOD, Tj. a4 OBAKO AEPUHUCAHO ¢
3aI0BOJbABA CBa 3 CBOjCTBa Koja Tpeba mcnymaBaTu na Ou Omiaa MeTPUKA.

IMomsamarak 1 [2 moerna]: Heka je Y ckym cBux GecKOHAUHMX HU30Ba DEAJHUX OPOjeBa W HEKa Cy JaTa Mpec-

JUKABALA
m:Y xY =N, m(z,y)={mini | z; # v},

log(1+m)a T # v,
d:Y XY SR, d(z,y) = : .

0, =1y
Ilora3zaTu na je ca d 3amara MeTpura Ha ckyny Y. Hamomena: logx = log,,z 3a = > 0.
Hamomena: CmaTpamo na HU3 T UMa ejneMeHTe (X1, To,...), a HA3 Y UMa eaeMeHTe (Y1,Yys2,. .. ).
Y HapemHuM moizajaiuma NeMo pamutu ca oBuM MerpudkuM npocropoum (Y, d).
Heduaunuja: 3a Hu3 Tauaka METPUYKOT IPOCTOPA {an}, y C (X, d) kamemo ma komBeprupa axo mocrToju x € X
u 3a cBako € > 0 mocroju ng € N Tako ma 3a cBako n > ng Baxku d (a,, ) < €. To o3nauaBamo ca:

lim a, ==z.
n—-+o0o

IMonzamarak 2 [3 moena]: la nu uus (ay),cy 3a0aT ca

an =(1,2,3,...,n,0,0,...)
~———

n

KoHBeprupa y MerpudkoM npoctopy (Y,d)? Ykroauko KOHBeprupa, OAPEeAUTH My JUMeC. Pememe IeTamHo 00pa-
3IIOKUTH.
Iedpunnunmja: Heka je nat merpuurn npoctop (X,d). 3a tauky © € X u € > 0 nepunumemo:

1. orBOpEHY Kyray ca IEHTPOM y T NOJIYIPEUMKA €:

B(z,e) ={y € X [ d(z,y) <e};
2. 3aTBOpEHy KYyTJIy ca IEHTPOM Y T HOJYIPEYNKa £:

Blz,e] = {y € X [ d(z,y) <e};

Iepmuunuja: [Tonckyn U merpuukor npocropa (X, d) je orBopen ako 3a cBaky Ttauky & € U nocroju &, > 0 Tako
na je B(z,e,) C U, ODIHOCHO aKO 3a CBAKMU H-EIOB €JIEMEHT IOCTOjU HEKa KyIJja Ca LEHTPOM y TOM eJIEeMEHTY Koja
je mesa canpskana y U. $amunujy cBUX OTBOPEHUX CKyNoBa MeTpudkor mpocropa (X,d) osmauasahemo ca Tg.
Monckyn F merpuuror npoctopa (X,d) je 3aTBOpEH ako My jé KOMILIEMEHT OTBODEH.

Hamomena: Y mperxomHoj neUHUIU]U OTBOPEHOr CKyIa MUCAJIU CMO £; KAKO ODMCMO HAIJIACUIMA OA& OHO MOXKE Ia
3aBUCU O TAYKe T Tj. HE MOpa na Oymae UCTO 3a PA3IUUNTE TAUKE.

Tepbeme: Huje ce Temro yBepuTr ma je mpou3BOJbHA YHHja OTBOPEHUX CKYIOBa OTBOPEH CKYII.

Ipumep: Axo je X mpoussosbaH CKyI U g OUCKpeTHa MeTpuka Ha X Tana je B(z,3) ={y € X | g(z,y) < 3} = {z}
OTBOpEHA KyIJja ca IMEHTPOM Yy & MOJYIPEUYUKa % jep je g(z,y) =1 3a x # y. Ilpumerure na onasne cienu na cy

jemHOUIaHN CKYNOBU OTBOPEHU Yy IUCKPETHO] METPUIU.



Hedunnrnuja: Ise merpure d; u do Ha uctoM ckymy X Cy TOmOJOmEMA ekBuBajeHTHe (d; ~; da) aKO reHepumny

ucre GpaMmiIdje OTBOPEHUX CKYIOBa, ONHOCHO aKO BaKMU:

UeTy ©U €Ty,

Hedmuumuja: lse merpure d; u do Ha uctoM ckymy X Cy METPUUKM ekBuBaJieHTHE (di ~,, d2) ako mocroje

KOHCTaHTe «, 3 > 0 Tako ma 3a CBake OBE Taudke T,y € X BaKuU:

ady(z,y) < da(z,y) < Bdi(2,y)

Tepbheme. Axo cy nBe merpuke di; u do Ha CKylmy X METPUYKM €KBUBAJIEHTHE TANA 4 CY U TOIOJOIIKA €KBUBA-

JICHTHEC.

ITon3anarak 3 [4 moena): Vcouratu na nu je merpura d Ha MerpudkoM npoctopy (Y, d) METPUYKU U TOIOJIOMIKA
€KBUBAJIEHTHA Ca AVWCKPETHOM METPUKOM Ha ckymy Y. Pememe meramHO 00pa3ioKUTH.

Hedununmumja: Merpuuku npoctop (X, d) je HemoBe3an ako nmocroje monackynosu Xi, Xo C X TaksBu na Basku:
e XiUXo =X
e XiNXs=10
e X1, Xo#£0(
e X1, X5¢€7Ty

Tj. aKO Ce€ II€0 IMPOCTOP MOKE IMPEACTABUTU KAO AWCjYHKTHA YHUja HEIPA3HUX OTBOPEHUX CKYIOBA.
IIpocTop je moBe3aH ako HUje HEITOBE3AaH.

ITomsamarax 4 [5 moenal: la nu je merpuuku npoctop (Y, d) mosezan? Pememe meramHO 06Pa3IOKATH.



DuHAJIHO TAKMUYEHE

‘) CTYAEHTCKA YHUJA 4 oo o muhpa
MATEMATUYAPA P

HS Algorithm 2024

SAJATAK 6. JIUTUTAJJHU 3AIINC ITIOJATAKA

[Tpunmrom romyuumramuje mamebhy mBa ypebaja, koju Mory m He MOpajy OWUTU Yy OKBUPY UCTOT PaUyHAPCKOT
cucrema, Moxke mohu mo menpensubenux rpemaka. Te rpemke MOry Ja ce HOTOJE WM HA CAMOM IPEHOCHOM IyTY,
Wiy Ha JIOKaIrjaMa Thae ce Hajasze ypeDhaju Koju ydyecTBYjy y KOMyHMKauuju. Pa3io3u 3a HACTAaHAK Tpeaka
Cy pasHu, a Hajuemlu y3ponu Cy myMOBU (IPOY3POKOBAHU €JIEKTPOMATHETHUM CMeTHaMa), ¢pusuuka omrehema
MIPEHOCHOT MeaujyMa, nmpeontepehenocT Mpeske, n caudao. [IpeHocHM curuasi, 0 HOCHO TOPYKA KOjy jeman ypebaj
maJbe OPYTroM, MHTEPIPETUpPa Ce Kao HU3 HyJIa W jeQUHWIA, Ia Ce I'PEIIKe MPUINKOM IpeHOCa MaHU(PecTyjy Kpo3
IPOMEHY BPEIHOCTH jeIHOT WJIM BUIIE OUTOBA.

Bynyhu na je mpenusan mpeHOC MoAaTaka Ol CYIITUHCKE BAKHOCTHU, PA3BUjEHU Cy PA3JIUYUTU AJTOPUTMU 33
OeTeKnujy rpemaka. Heku oI MO3HATUjUX CY KOHTPOJIA IAPHOCTU, KOHTPOJa 30upa OJOKa, MUKINYHA TPOBEpPa
penyuanauacu (CRC) u Xamwunros SEC koxn. Iocaemmu momenytu anropuram, Xamuaros SEC kox, 3a pasiauky
Ol OCTAJUX, TOPE OTKPUBAKA MTOCTOjama T'PEIIKe, MOKE U A W3BPIIU KOPEKIMjy Ha OUTY Ha KOjeM ce MOjaBUiIa
rpemxka.

Y oBoM meiny 3amaTka 6aBuhieMo ce ympaBO TUM aJrOpUTMOM. AJropuram o0jalnmaBaMO Ha MIPUMEPY MOPYyKa
Koje ce cactoje onx 12 OuroBa, rae mpBux 8 OMUTOBA MpenCTaB/ha CaAM CAAP/KA] MOPYKe, NOK mpeocrtasa 4 Oura
pencTaB/bajy KOHTpoJaHe buTose. IIpumasal, Ha OCHOBY moOujeHe MOpYKe, TeHEPUIIe CBOje KOHTPOJHE ODUTOBE U
yonopebyje ux ca KOHTPOJHUM OWUTOBMMA KOjeé MYy jeé mpOocjenamo mormmbajan. Ha ocHOBy Tora he 3akmbyduTu Ooa
JW je MOUIJIO MO TPelKke Ha HeKOM OUTYy, M aKo jecTe, oApamuTu moTpebue kopekmnuje. Heka cy OuToBuU mOpyKe
O3HAUEHU Ca Mg, ..., M1, & KOHTPOJHU OUTOBU Ca Cy,...,C1, HA ciaenehu mauwum:

(oo [ovr T T [ [ Ty [ e [ [ [

Cana je morpebuo popmuparu tabuauny Xamumaroeux SEC komoBa. Y HmpBOj KOJIOHU Cy OEKATHU OPOjeBU OX
12 mo 1, y apyroj rosoum oarosapajyhu OMHApHM €KBUBAJIEHTHU, 3alMcaHu moMohy uvetwmpu Outa, a y Tpehoj ce
cBakoM 6pojy (om 12 mo 1) momemyje HEK: ox GUTOBA Mg, ..., M1, C4y...,C1. DUTOBU C4,...,€1 CE NONEILY]Y OHUM
6pojeBuMa Koju Ccy cremenu Opoja msa (Tj. Opojesuma 1, 2, 4 um 8), a Ha mpeocTasa MecTa ce NOoAajy OUTOBU
ms,...,M] HA HAUWH NpUKa3aH y caenehoj tabemn:

12 | 1100 | msg
11 | 1011 | my
10 | 1010 | mg
9 | 1001 | ms
8 | 1000 | ca
7 | 0111 | my
6 | 0110 | ms
5 | 0101 | mg
4 10100 | c3
3 | 0011 | my
2 | 0010 | c2
1 ] 0001 | ¢
3aTrM ce M3padyHaBajy KOHTPOJHU OUTOBU Cj, ..., ¢} IPEKO BUTOBA Mg, ..., M1, TAKO IITO CE€ PEIOM y YEeTBPTO],

tpelioj, Apyroj u mpBOj KOJOHM CBUX OMHApPHMX 3amuca u3 tabeine y oarosapajyhy ¢opmyny ybame oHM 6uTOBU
m; 4rja je BpemHOCT 1 W M3BPIIN Ce BUXOBA €KCKIY3WBHA AUC)yHKOUja. pyrum pedmma, BasKu:
¢y = ms ® me ®my ® mg
dy =ma B mz B my B mg
0’2 =my D ms3Dmyg D mgDmy

/
cp =my D mg D my D msDmy



Konauno, n3pauynasa ce BpeIHOCT c4c3¢2C1 B cychchc), unme ce nobuja ueTBOpOOUTHA OGUHADHA HUCKA 74737971 .
YxKOMMKO ce 0Baj OpOj He HaJa3W y Tope HaBeneHO] Tabenu, WAM ce Iak Hajla3W, aju ce y oarosapajyhoj Bpctu
HaJIa3W HEKA OJ BPEIHOCTHU Cy4,...,C], HAjEe NOIIO IO TpemkKe. Y CyOpOTHOM, HOOUjeHa BPEAHOCT ymyhnyje Ha KOM
Ol KOHTPOJIHUX OUTOBA Mg, ..., M1 j€ OOMLIO IO T'PEIlKe, T€ je Ty BPETHOCT IMOTPEeOHO MHBEPTOBATU, KAKO OU ce
noOMo TavyaH camap:kaj MOPYKE.

(a) [4 moena] Ilpumasnan je mo6ro Tpu HApENHE NBAHAECTOOUTHE MOPYKE:

1. 010011001110

2. 010001111100

3. 010011101010

Caka onx mpuMibeHUX mOpyka Hocu mHGopmanujy o jemuom ASCII rapakrepy. 3uajyhu ma je ASCII kon
kapakrepa 'A’ 65, Koja TPOCIOBHA pey je cacTaBJbeHA OX KapakTepa KOjU Cy KOIVWPAHU HABENEHUM MOpykKama?

a) LGN

6) LON

B) LOL

r) Humra on nasenmenor

Pasmorpumo cama nmomeHyTu ajropuraMm HukiaudHe nposepe penyHupancu (ommocao CRC meronmy), koju, 3a
pasaury on Xamuurosor SEC kKoma, He MOKe na AEeTEeKTyje MO3UNU]y OuTa Ha KOM Ce HOroJoumJa rpemka, seli
caMoO na yCTaHOBU Ha je no ucte nomio. Ilpmvasnar cana, mopen KooupaHe MOPYyKe, NOOUja U NOAUHOM 2eHepamop,
Ha OCHOBY KOJUX MOKE WJIM 4 YCTAHOBU Na je MOIIJIO MO IPEIIKe U & 3aTPaku IMOHOBHO CJIalke MOPYKe, WU aa
U30BOjU OPUTMHAJHY HOPYKY, aKO Ce€ MCIOCTABU Ja HUje NOILJIO IO TPEIIKe.

Ioaurom zenepamop je IPOM3BOJbAH MOJMHOM 4Yuju cy Koedumujerntu nnu 1, niau 0. Bunapru 3anuc moauaOMA
rerepatopa G(z) = a,2"+a, 12" +...+a12+ag je GURAPHA HUCKA cacTaB/heHa o Koedurmjerara noamaoMa G (z),
Tj. HUCKA ApGn_1...0109. VIMajyhu oBe mepmuunuje y Bumy, nocrymak CRC merome moskeMo onmucartu cienehnm
KOopanuma:

1. Tlomwmspasnan 6upa TpOU3BOJBAH MOIUHOM TeHepaTop. Heka je cremen m3abpaHOT MOJIMHOMA 7.

2. Tomwmmarnan monucyje n HyJa Ha Kpaj IOPYKe KOJy Keau Aa nomashe (ITO IPEeNCTaBha MHOMKEHE HOPYKe
ca z™).

3. WsBpmasa ce mememe HOBOMOOWjeHE MOPYKe OMHAPHUM 3amMMCOM MOJMHOMA TeHeparopa. llememe OumHa-
pHEUX OpojeBa je Jakiie HErO AeJbeHe NEKATHUX, jep Ce YMeCTO Ony3uMama oAroBapajyhux mudapa Bpmu HUXOBA
eKCKJIY3UBHA JUC)yHKIU]a, Ia HeMa HU no3ajmuna. Bomehe Hyse koje ce mobujajy v mebhypesynraruma ce uraop-
UIIy, a MOTOM C€ CIIYIITa OHOJWKO Hudapa Me/beHMKA KOJUKO je HEONXOAHO aa ce mobuje Opoj umja je mysKuHA
jemHaka myskuHU Keauoua (IOZ YCJIOBOM Oa HOCTOJU TOJUKO mupapa y memeHury). [Ipunmkom oBor mesmema, 01
WHTEpEeca je caMoO OCTaTak KOju ce mobuja, He U KOJUYHUK. lIpuMep OBaKBOT me/hema MPUKA3AH je V HACTABKY:

111001100000 / 11001
11001
10111
11001
11100
11001
10100
11001
11010
11001
110

4. Tlopyka kKoja ce maJbe TIpUMAOIy HOoOUWja ce Kama ce Ha OPUTMHAJHY MOPYKY HAMOBEKE OCTATAK MOOWjeH
npeTxXomHuM mebemeM. Taj ocrarak je, eBeHTyaJHO, TOTPEOHO MONYHUTU BoAehmM HyaaMma Tako na Oyme 3ammcan
Ha YKYIIHO 1 MECTa.

5. Tako mobujeHa mOpyKa ce MmaJjbe IPUMAOILy, 3ajeQHO Ca IOJUMHOMOM FEHEPATOPOM.

6. Ilpumasan Bpmu nekeme NPUMIBEHE MOPYKE OAroBapajyhum OMHADHAM 3ammcoM AOOUjEeHOr MOJIMHOMA
reHepaTopa, Ha UCTU HAUYMH KOJU je OMUCAH y KOPaKY 3.

7. Yxkonuro je mobujeHu ocrartak paszauduT ox 0, KOHCTATyje ce IpemKa y IPEHOCY U 3aXTeBa Ce IOHOBHO
clame MOpyke. Y CYIPOTHOM, MOPYKA je MCIPABHO NPUMJLEHA, a4 OPUCUHAJHU Caap:kaj nobuja ce onbaruBameM
IOCJIeJIbUX N OUTOBA MPUMJbEHE IOPYKE.

(6) [2.5 moena] IIpumanarn je mobuo mopyky 110101101110. Koju ox HaBeneHMX HOIMHOMA MOMKE Ha Oyle
[IOJIMHOM TreHepaTop Koju je takohe mpumiber, ykoauko je CRC amropuram ycraHOBMO ma je MOpPYKa YyCIEIIHO
ucrnopydena?

a) G(z) = 2® + 22

6) Gz)=2°+2+1

B) G(x) =2 + 22 +x

I') HUAjeIaH O HABEIEHUX MOJIMHOMA

(B) [2.5 moena] ITommbasan :xeau a Kao canp:kaj MOPYKE NOIa/he OCMOOWTHKM OuHApDHU 3amuc 6poja 215
(3ammcamor y mekamHOM OPOJHOM CHCTeMy). 3a MOJMHOM TEeHEPATOp u3abpao je MOJIMHOM MeTOr CTEeleHa, KOI



2 _ x4+ 1. O6auxk 3a ciame oBe

KOTa Cy caMO [Ba KoepunujeHTa jemHaka 1 u koje je memus nommaomMoMm R(z) = x
IOpyKe je:

a) 11000

6) 1101011111000

B) 100100

I') HUIITA OJ HABEIEHOT
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SAJATAK 7. MAIIIMHCKO YYEILE

KnacrepoBas.e je MeTOna MAIIMHCKOT yUEHa KOja Ce€ KOPUCTH 33 IPYINCAae IONATAKA Y Mamkhe IPyIe, IO3HATE
kao Kaactepu. [lonanu yHyTap mcror kiacrepa uMmajy ciamdHe ocobumue u MehycoOHO cy OamiM, NOK CY ¥ OITHOCY
Ha MOJaTKe M3 OCTAJUX KJIacTepa pasiuuuTuju u yaasbenuju. OBa TEXHUKA IMPENCTaB/ha HEHANJIEIAHY METOY,
mITO 3HAUM A2 3a NOJATKe YHAIpen HUje MO3HATO KOjoj IPYIU IPUIAAajy. Y MECTO TOTa, AJTOPUTMU KJIACTEPO-
Bama aHAIU3UPAjy OCOOUMHE mojaTaka U Ha OCHOBY HBUX OJIUIYUYjy KOjoj rpymu (kiacrepy) mpumanajy. um je
UOeHTU(GUKOBATY IPUPOAHE IPyle u 00pacie KOju MOCTOje y IOoJaIlyMa, yuMe ce oMoryhasa 0o/be pa3yMeBame
CIIO/KEHNX CKYIIOBa IIOJATaKa.

AsropurMu KiIacTepoBama Cy HE3aMEHJbUB aJlaT Y CABPEMEHO] HAYIM U WHIYCTPUjU, 3aXBabyjyhu crocobHo-
CTU Oa MPYNUILY CIWYHE TOAATKE U OTKPUjy CKpuBeHe obpacie. Ha npumep, y 6uonoruju ce KOprucTe 3a IPYNUCAHE
Opram3aMa Ha OCHOBY M€HETCKUX CIMYHOCTHU, HOK Y APYIITBEHUM MpeKaMa OoMOryhaBajy MaeHTUGUKALU]Y 3ajem-
HUIIA KOPUCHUKA Ca 33ajeTHWYKAM WHTEPECOBABUMA — 3aMUCIIUTE, HA IPUMED, IPYIUCAKHE KOPUCHUKA KOJU IpaTe
ucre TeMe mau uHpIyeHcepe. Kana ce pamun o cimkama, KiIacTepOBame MOE & pa3Bpcra (ororpaduje mpema
BU3YEJHUM CJINYHOCTUMA — Ha IPUMED, CBE CIWKE Ca MCTUM JUIMMa MOTY OUTU IpynucaHe y jemaH Goinep, WiIn
CJIMKE Cca MCTe JOKallje ayTOMaTCKU IPENOo3HaTe U MOoCTaBsbeHe 3ajento. Takobhe, kinacrepoBame Moxke oMory huru
e(pUKACHO MPETPAKUBAKE OIPOMHUX 30MPKM YiaHAaKa, BECTU WM Kibura. Ha mpumep, y BEJIUKUM HOBUHCKUM ap-
XUBaMa, aJrOPUTMU MOTL'Y ayTOMATCKM IPDYNOMCATHA UJIaHKE KOjU FOBOPE O MCTUM TEMaMa, Ka0 WITO CY MOJUTHUKA,
CHOPT WM KyJATypa, ynHehu nperpaskuBame OP:KUM U je THOCTABHU]UM.

DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) je monynapan anropuram 3a KiacTepoBame
noJaTaka 3aCHOBAH HA I'yCTHMHU Tavaka (momaTaka) y npocropy. Hberosa riasua uzmeja je na uaeHTUGUKYje TycTe
IPOCTOPE TavyaKa Kao KJIACTEPE, NOK Tauvke KOje Cy M30JIOBAHE WM CE HAjJa3e y PETKUM OobJsacTuMa O3HAUYaBa Ko
myMm. OBaj ajaropuraM KOPUCTU OBA OCHOBHA IHapaMeTpa:

e I - MAaKCUMAJHO pacTojame m3Mehy Tavaka Kako Ou ce cMaTpaJie DIMCKUM.

e 1 - MUHMMAJAH noTpeban Opoj Tadyaka OJIMCKMX HEKOj TAYKM T KAKO OM Ce MPOCTOP OKO TAdyKe T CMaTpao
KJIACTEPOM.

DBSCAN ce cacroju u3 cnemehux ropaka:

$Pa3a o3HauaBama
1. Dupa ce tauka x m3 CKyma moJaTaka KOjU je JOCTYIaH.

2. 3a Ttauky x ce u3pauyyHaBa O0poj N — KOJIMKO Tayaka Ce HaJa3¥ Ha PacTojamy MameM WU jeIHAKOM O T,
He ybpajajyhm Tauky x.

e Yrouuko Baxku N >= n, Tayka T YMHU je3rpo KJacTrepa.

e Yrouuko Baxku N < m, ¥ YKOJIMKO C€ X Haja3W HAa MAKCUMAJHOM PACTOjalmy T O HEKE TaYyKe KOja YMHU
je3rpo kiacrepa, Taja Tadyka T IPEICTaB/bha TPAHUYHY TAadKy KJacTepa.

e Yxkomuko Baxku N < n, U YKOJIUKO C€ X HE HaJA3W HA MAKCHUMAJHOM PACTOjamy I O HEKE TauKe KOja
YMHU je3rPO KJIACTEPa, TaAa TAuka & NPEACTaB/ba HIyM (M30JI0BAHY TAdKy ).

3. Kopamu 1. u 2. ce moHaB®bajy AOK ce He 0Opame CBe Tauke U3 CKyIa MOJATaKa.

$Pa3za popMupama KjaacTepa

CBaka Tauka KOja je O3HAUEHa Kao je3rpo CIy:KM Kao MOYeTHA Tauka 3a (popMmupame kigacrepa. CBe Tauke
KOje ce Haja3e HA PACTOjamy MameM O I On e, npunagahe mcTor KiacTepy Kao U OHA. Y KOJIWKO ce Mehy Tum
TayKaMa HaJa3W jOII HeKa Tadka je3rpa, Tana he ce KiIacTep IPOUIMPUTH U HAa TaUKe KOje Cy Ha PaCTOjamy MameM
ON 7 M O Te TaduKe je3rpa.

IIpumep. Ha caumu 1 moske ce Bunetu npumep DBSCAN anropurma Ha KOHKpeTHUM noganuMa. [lpaom 6ojom
O3HAYEHE Cy TaYKe KOje UMHE je3rpo, CUBOM 0OjOM I'DAHUUYHE TadyKe & TAYKe KOje CYy HEeIOMymheHe MPEeACTABILA]Y
myM. Ha seBoM menmy ciwke ce yodaBa jefaH KJIacTep, KOjU je HACTAOo HAJOBE3MBAWmEM TPHU TadKe je3rpa ca
BUXOBUM OKOJHUM TDAHUYHUM TadykaMma. ¥y CPEAUIIHEeM Iey youaBa je oIl jedaH OABOjeHW KJIACTEP, KOju YMHU
jemHa Tayka je3rpa ca CBOje TPU I'pAHMYHE Tadyke. Y TOPHEM AECHOM YTUIy HaJa3! ce IIyM, U OH HUje Oe0 HU
jemHOr Kiacrepa. 3akbydyjeMo na ce y MOAalrMa HaJiase ABA KIacTepa, Tj. ABa MPOCTOPA I'YCTUX TAYaKa KOjU CY



Pa3aBOjeHN PETKUM IPOCTOPOM. Y IPaBO CMO y3 moMoh mapamMerapa 7 U n HeUHUCAJM I0jaM I'yCTHUHE IPOCTOPA.
Ca gpyraumjuM m360pOM BPeTHOCTU TUX Iapamerapa, 0poj riaacrtepa Ou O6mo apyrauumju, jep OM caMuM TUM U
mojaM IyCTUHE TPOCTOpa OMO Apyraduju. Y OBOM IPUMEPY CY UCIPEKUAAHOM JIUHUjOM HUCIPTaHe O00JacTU HA
pacrojamy r (r-oKoJuMHE) O Tadyaka je3rpa W MIyMa, a 3a mapaMerap 71 je y3eTa BPeAHOCT 3.

Cnuka 1: DBSCAN ajsropuram - mpumep

Cunyera je MeTpuKa KOja Ce KOPHUCTU 3a IPOIEHY KBAJIUTETa KJIACTEPOBamAa, & BPEJHOCTH CUIyeTe Najy
nH(GOPMAIMjy O TOME KOJMKO Cy HOOPO OIBOjEeHM KJACTEPU U KOJIMKO Cy TadKe YHyTap KlacTepa CIWYHE jenHa
apyroj. Cunyera ce padyHa 3a CBakKy Tadky U maje pesyiarar udmeDy -1 u 1, npu yemy Bpensoct 6an3y 1 o3HagyaBa
na je Tayka NOOpO MOCTaB/beHa YHYTap CBOT KJIacTepa U JaJeKO O APYTUX KiIacTepa, BpeqHocT 6au3y 0 o3HauyaBa
na je Tauyka Ha mBuIuM m3MeDy nBa kiacTepa a BpenHocT 6im3y -1 o3HayaBa Ia je Tadyka BEPOBATHO IIOIDEIIHO
[onesbeHa KIaCTEPY.

I'nme cy:
e a(z) - mpoceuno pacrojame maMely Tauke r M CBUX APYIUX Tadyaka YHyTap TOT UCTOT KIACTEDA.
e b(z) - mpoceuno pacrojame maMely Tauke T M CBUX APYIUX Tadaka M3 HAjOIKED CYCEIHOT KIACTepA.

BpensocT cumyere 3a 1eo CKyn Tayaka padyHA Ce Ka0 IPOCEK CUJIYeTa 33 CBE TAUKe:

1 .
N s(i)

i=1

S:

IIpunuroMm pauyHama cuiayere, y 003up ce He y3uMajy HOJAIX KOjU IPEICTABJbAjy IIYM, TAKO na BpemHocT N
IpencTaBiba OPOj momaTaka KOjU HUCY IIYM.

3amarak. 3aMucaure ga paauTe Ha TPOjeKTy pa3Boja Typusma y Penybuwurmu Cpbuju. Bam 3amarak je ma
rpynuimere rpagoBe y TYPUCTUUKE KIACTEPE TAKO Oa IPATOBU YHYTAp UCTOr KjiacTepa Tpeba ma OyAy HOBOJBHO
Osnu3y Kaxko 6w Morau epuracHO capabuBaTy Ha TPOMONMjU 3ajeTHUYKUX ATPAKINUja, PA3BOjy CMEIITAJHUX Kalla-
nuTeTa U oprauszanuju mebhyrpanckux typa. 3a oBaj 3amarak here ynpaso kopuctutu DBSCAN aaropuram ca
mapamerpuMma r = 80km u n = 2 u MaTpuIily pacTojama usMeDhy rpamnoBa kKoja je HaBemena y tabenu 1.

(a) [2 moena] Bpoj knacrepa mOOUjeH KIACTEPOBAKEM Ca 33JATUM HapaMeTPUMa je:
a) 1 6) 2 B) 3 r) 4

(6) [2 moena] Yrosnuko J npencrasma 6poj rpamoBa KOju duHE je3rpo Kiaacrtepa, [ 6poj rpanosa Koju
npencraBibajy rpannyHe tauke kiaacrepa u Il 6poj rpamosa koju mpencraBmajy myw, tanga je J+ I —II:

a) 6 6) 7 B) 8 r)9



(B) [2 moena] 3aokpysku TBpAKY KOja je TadHA:

a) Ilosehamem BpemHocTu mapamerpa 7, OpPOj KIacTepa pacre.

6) Cmenepeso (CII) uma HAjGOBY BPEOHOCT CUIyeTe y OAHOCY HA OCTAJE IPALOBE.

m) Taura Koja je IIyM y CBOjOj r-OKOJUHU MOYKE MMATU TAYKy KOja je TPaHUYHA.

)
)
)
)

n) Cse mperxonHe TBPOmHE CYy HETAUHE.

(r) [3 moena] BpemsocT crmiyere 3a 1[0 CKyI Tadyaka IPUNANa WHTEPBAIY:

a) [0.5,0.6) 6) [0.6,0.7) B) [0.7,0.8) r) HU jemaH OX HOHYDeHux

Tabena 1: Pacrojama u3mehy rpamgosa

BI' | CA | JA | K11 | KII | HX | YE | HC | IIA | 3P | BP | BB

BT 0 70 | 140 | 130 | 200 | 240 | 200 | 80 | 160 | 90 | 340 | 170
c4d | 70 0 | 100 | 160 | 150 | 190 | 230 | 140 | 110 | 120 | 290 | 240
JA | 140 | 100 | O | 310 | 60 | 100 | 150 | 230 | 20 | 210 | 200 | 180
KNI | 130 | 160 | 310 | O 350 | 400 | 340 | 100 | 330 | 50 | 550 | 330
KIIT | 200 | 150 | 60 | 350 0 80 | 130 | 270 | 40 | 250 | 160 | 150
HII | 240 | 190 | 100 | 400 | 80 0 | 250 | 330 | 90 | 310 | 120 | 270
YE | 200 | 230 | 150 | 340 | 130 | 250 | O | 250 | 170 | 270 | 290 | 30
HC | 80 | 140 | 230 | 100 | 270 | 330 | 250 | O | 260 | 60 | 450 | 230
ITA | 160 | 110 | 20 | 330 | 40 90 | 170 | 260 | O | 240 | 180 | 190
3P | 90 | 120 | 210 | 50 | 250 | 310 | 270 | 60 | 240 | O | 430 | 285
BP | 340 | 290 | 200 | 550 | 160 | 120 | 290 | 450 | 180 | 430 | 0 | 300
BB | 170 | 240 | 180 | 330 | 150 | 270 | 30 | 230 | 190 | 285 | 300 | O
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SAIATAK 8. AJITOPUTMU U CTPYKTYPE IIOJATAKA

Benuku 6poj npobiema ca kojuMm ce cycpehemo je MHAYKTUBHE TIPUPOAE, U ¥ HUXOBOM PENIaBamy Ce jaBibajy
pPeKyp3uBHE (YHKIMje, TO jecT (PYHKIUje KOje mo3uBajy came cebe. Y MHOIuMM ciydyajeBuUMa Ce IeIiaBa Oa TOKOM
M3BpIIaBamha PEKyP3UBHE QYHKIMjE JOJIA3M M0 IPEKIAlalma PEKYP3UBHUX IO3UBA Tj. Oa CE UACHTUYHU PEKYP3UBHU
n03uBy (PEKYP3UBHU MO3MBU C4 WICHTUYHUAM HapaMeTpuMa) U3BPIIaBajy Buile myTa. AKO ce TO memasa 4JecTo,
oporpaMu Cy 1o OpaBuily BeoMa HeepukacHU (y MHOTKMM CiydajeBuMa OpOj PEKyP3UBHUX [O3UBA, I1a CAMUM TUM U
CIIO}KEHOCT OMBa EKCHOHEHNU]aJHa y ONHOCY HA BeluduHy yiasa). Jlo edukacHujer pemema ce 4ecTo MOxke xohu
TEXHUKOM AWMHAMWYKOT Tporpammpama. (OHO YecTo BPEMEHCKY e(PUKACHOCT IONpaBJ/ba AHTAKOBAWEM I0MATHE
MeMopHuje y K0joj ce besexke pe3yaTaTy M3BPIICHUX PEKYP3UBHUX MO3uBa. [IMHAMUYKO IpOTpaMUPARE OOJA3U Y
nBa OOJIMKA.

o Texnmka MeMom3anyje Min JUHAMMYKOT IIPOTPaMUPaha HAHWMKE 33 AP:KABA PEKYP3UBHY Ne(PUHUIN]Y aju
y HONATHO] CTPYKTypu monaraka (Hajuemhie mHu3y wiaum marpunu, pebe manum Tj. peunury) Gesexu cBe
pe3yJsiTare PEeKypP3WBHUX IO3MBa, A OUX WX y HAPEAHUM IMO3UBUMA y KOjUMa Cy HApaMETPU UCTUA CAMO
ounTaja U3 Te CTPYKType.

o Texnuka MUHAMWUYKOr IPOrpaMUpPAamkba HABUIIE Y MOTIIYHOCTH YKIAKHA PEKYP3Ujy U Ty HOMONHY CTPYKTYDPY
IofaTaKa MOMyEaBa KCIPIHO Yy HEKOM CHUCTEMATUYHOM pernocieny. llakie, perkyp3uBHA KOHCTPYKIUja Ce
3aMemyje MHIYKTUBHOM, Tj. UTEPATUBHOM.

Ilok ce ko4 MemMoM3aluje MOXKe NeCUTU Oa Ce€ PEKyP3MBHA (DYHKIMja HE MO3UBa 33 HEKE BPEIHOCTU IapamMmerapa,
KOJ JVHAMUWUYKOT IIPOrpaMuUpaia HABUIIE CE U3PAUyHABAjy BPEeIHOCTH (PYHKIMje 38 cBe MOryhe BPeIHOCTU EEHUX
mapaMeTapa MamUX O BPEJHOCTU KOja Ce 3alpaBO Tpaku y 3amaTky. Vlako ce Ha OCHOBY OBOra MOMKE HOMUCIUTH
na je MemMousanuja epUKACHIja TEXHUKA, Y IIPAKCH je Yemnu caydaj ga je TOKOM OIMOTaBama PEKyp3uje moTpebHO
U3pavyHaTH BPETHOCT PEKYypP3WUBHE (YHKIMje 3a Oall BeJWKM OpOj pa3jMYUTUX Iapamerapa, Tako Ia Ce OBe
IPEeIHOCTU MEMOM3Aauluje y nmpakcu peTko cpelie.

IIpumep. Haj6omu mauwe na pasjaCcHUMO TEXHUKY AUHAMUYKOT IpOTpaMuUpama je ma je WIyCTpyjemMo Ha
IOroAHO OomabpaHoM IpuMepy. 3a To heMmo kopuctutu PuboHaunjeB HU3, KOjU je ONIITE MO3HATU IPOobaeM U Kpo3
4Juje ce pemaBame MOTY MIYyCTPOBATU BehnHA OCHOBHUX KOHIETIATA JUHAMUUYKOT IPOTDAMUPADA.

OcHOBHO pekyp3uBHO pemremne VMniaeMeHTanmjy MOKEMO HAIIPABUATUA DPEKYP3UBHO, IUPEKTHO U3 IeOUHUI]E
(3an=0wun=1 dpyurumja spaha 1, a y cynporaom Bpalia 36up pexkypeHTHuX mosmsa 3a n— 1 u n — 2).

function fib(n):
if n==© orn==1:
return 1
else:
return fib(n - 1) + fib(n - 2)

Hee¢duracHocT oBakBe mMMIIEMEHTAIMj€ CE€ MOKE BUIAETH y TOME IITO C€ PEKYP3VWBHU [IO3UBU 3a UCTE BPEIHOCTH
BpIle BUIIE IyTa. 3aTO NeMO BUIETH KAKO AMHAMUYKUM IPOrpaMUPAImEM MOKEMO Hohu no epuracHUje MMILIe-
MEHTAaIje.

Mewmouzamnuja y3 kopummheme craruukor Hu3a [IpBa MoryhuocT je ma mpuMmeHnMo mMemoum3sanujy. Pesymrare
PEKYP3UBHUX IO3MBa [leMO HAMTUTH y Hekoj nmoMoNHOj cTpykrypu (y OBOM Ciydajy, CTATUUYKOM HU3Y), W OHIA
hieMo Ha moOUeTKy CBAKOr PeKypP3UBHOT MO3UBA IIPOBEPABATH [a JIU je Pe3JITAaT 3a TeKyy BpennocT Beh uspauyHar.
ITomro MopaMo HEKAKO OGENEKUTY BPEIOCT Yy HU3Y KOja jOUI HUje padyHaTa, TO PAIUMO NOMONY HEKe CIelujaHe
BPEIHOCTH, Y OBOM CJIyYajy, KAKO Cy cBU (pubOHaUMjeBu OPOjeBU MO3UTUBHU, Oupamo —1/



function fib(n, memo):
// Ako je vrednost vec izracunata, vracamo je
if memo[n] != -1:
return memo[n]

// Bazni slucajevi

if n==0 orn ==
memo[n] = 1
return memo[n]

// InaCe, racunamo n-ti element niza memo i vracamo ga
memo[n] = fib(n - 1, memo) + fib(n - 2, memo)
return memo[n]

function fin(n):
// Pravimo niz memo od n+1l elemenata
memo[ n+1]

// Inicijalizujemo elemente niza memo na -1
init(n, memo)

return fib(n, memo)

function init(n, memo):
for i = @ to n:
memo[i] = -1

JmaaMuuko mporpaMupase HaBuine /I[pyra MoryhHOCT je na NPUMEHMMO AWHAMWYKO MPOrPAMUPAIEe HaB-
nire. TexHUKa AMHAMUUKOL IPOrpaMUpamha HaBUIIE I0Apa3yMeBa YRIamhamhe PeKyp3uje (OHa je IOMI0KHA MHOTUM
TEXHUYKMM OTPAHUYEHVMMA) M Na Ce CBE BPEIHOCTM y HM3Y MHOIMyHE HEKUM pemocaenoM. Ilomro BpemHocTu Ha
BUIIUM MO3UIKja 3aBUCE OJN BPEAHOCTU HA HIKUM, TO PAIUMO Ca JieBa Ha necHo. [IpBo momymaBamo mpBa aBa
eseMentTa (ba3He ciaydJajeBe) Ia OCTAJE MOMYHABAMO y NMETJHU HA OCHOBY IMPETXOIHE NBE.

function fib(n):
// Pravimo niz dp od n+l1 elemenata
dp[n+1]

//Baznl slucajevi
dpl[@] 1
dp[1] 1

// popunjavamo dp niz od 2 do n
for 1 = 2 to n:

dp[1] = dp[1 - 1] + dp[1 - 2]

print(dp[n])

Y osom 3adamxy mpeba da donuceme odzo6ope na aunujy. Hezamuene noene ne moorceme da dobujeme.

3anarak. are cy Bpennoctu n (n < 100) pasnununtux Hopurha. Hahwu majmamu 6poj noBunha norpebGan na
ce nobuje yrymua cyma s (s < 1000).

(a) [4 moena] IHomyHnuTu npasHuHe y KoAy cienelier peKkyp3uBHOr pemema OBOT 33JaTKa:



//funkcijom racunamo najmanji broj novcica potreban da se
//naplati suma s kad su nam na raspolaganju n novéica u nizu novcici
function minBrojNovcica(novcici[], n, s):
//ako je potrebna suma za naplatu @ to radimo sa @ novcica
if s ==
return @

//ako nemamo viSe noviéica ne moZemo naplatiti, INF predstavlja beskonacno tj da nema resenja
if n == @:
return INF

//posmatramo poslednju vrstu novcica, Zelimo da proverimo da 1li
//postizemo minimum kad koristimo novéic¢ poslednje vrste ili
//bez njega. promenljiva br predstavlja traieni broj

if s »= novcici[n - 1]:

2.
return br
Oarosop:
1
2

(6)[5 moena] onyHuTu IpasHWHE ¥ KOAY Pellena KOje KOPUCTU ANHAMUYKO IPOrpaMUparme HABUIIE:

//funkcijom racunamo najmanji broj novcéica potreban da se

//naplati suma s kad su nam na raspolaganju n novéica u nizu novcCici

//niz dp predstavlja najmanji broj novéica koji je potreban za naplatu sume s
//za svaki njegov element, tj. vrednost d[k] predstavlja najmanji broj novcica
//potreban za naplatu sume k

function minBrojNovcica(novcici[], n, sum):

//Pravimo niz za dinamicko programiranje
dp[MAX_SUMA + 1]

//poéinjemo analizu sa @ vrsta novéica

//vrednost @ naplacujemo sa @ novicica
dp[e] = e

//ostale vrednosti ne mozemo naplatiti
for i = 1 to sum:
dp[i] = INF

//popunjavamo niz dp tako 5to ukljucujemo novcice vrstu po vrstu,
//za svaku vrstu azuriramo minimume tako Sto proverimo da 1i je moguce
//ukljuciti novcic tekuce vrste, i aZuriramo minimum ako je potrebno

for i =1 to n:
for j = @ to sum:
if j »>= novcici[i - 1]:
1.

//vracamo najmanji broj novéica za sumu s
return dp[s]

Opgrosop: 1.
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SAOATAK 9. JIEKCUUKA AHAJIM3A

[IporpamMckmu je3uru, mTOMYyT TPUPOAHUX jE€3UKA, UMajy CHHTAKCY U CEMAHTUKY. Y NOPUPOITHOM jEe3WKy, CUH-
takca onpebhyje mpaBumia 3a ciarame peun y pedveHuie (HOP. PeNOCIenN peun), oK ceMaHTuka oxpebyje 3naueme
Tux pedenuna. CIUYHO, y IpOTrpaMUpPamy, CUHTAKCA Cy IpaBuiia Koja onpebyjy Kako ce numry m3pasu u KOMaHIE,
IOK CEMAaHTUKA onpebyje mra Tu m3pa3y M KOMaHIE 3HAYE W KAKO Ne padyHap pearoBarTu Ha BUX. PerymapHu
“3pa3u y IPOrpaMCKuUM je3urnuma 0aBe ce IPOBEPOM CUHTAKCE IPOrPAMCKOL je3UKA.

IIpaBusa perysapHux m3pasa

e [abcde] - Y perynapHOM u3pasy ce MOKe IIOjaBUTHU CJIOBO a, b, ¢, d unu e.

o [a—2A—Z] - Y perynapHOoM m3pasy ce MOkKe HOjaBUTU OMIIO KOje JATUHUYHO CJIOBO.

[0 —9] - ¥ perynapuHOM mM3pa3y ce MOke IOjaBUTH OMIIO Koja mudpa.
o [a—2zA—Z0—-9] - O3nauaBa GUIO KOJU 3HAK KOJU MOMEe OUTU CJIOBO, OPOj WM HOHA LPTA.

e + - OsnauaBa ”jenan wiu Bume nperxoxsmnx 3HakoBa’. Ha mpumep, [0 — 9]+ 3Haum mna ce Moske HOjaBUTH
6uo kKoja komMOuHanuja mudapa (Hop. 1, 123, 01234, urx.).

e x - O3nauaBa "Hyia uiau Buine nperxonuux 3HakoBa’ . Ha mpumep, [0-9]* 3naum ma ce Moke mojaBuTu OMIIO
Koja KoMbuHanuja uupapa (Hop. 1, 123, 01234), kao u npassa peu (ped 6e3 ujeqHOT Kapakrrepa).

. - Osnaka 3a 6ui0 kKoju Kapakrep (OCHM Kpaja JUHUjE).
e \s - O3naka 3a 6uio koju pasmak (space, Tab, HOBU pen).
e |- Osnaka 3a unu.(a|b o3mauaBa ma peu Moke na Oyne a uiu b).

e 7 - O3HauaBa Oa je IPETXOMOHU €JIEMEHT ONNIWOH, Tj. MOKE Ce HOjaBUTU HyJIa wiu jemaH myT. Ha mpumep,
3a peryiaapHu uspa3 ba? peuu koje 6u Ouse npuxsahene cy ba u b, jep a MOoke a U He MOpa [1a Ce IojaBU y
peun.

CroemujajgHau KapakTepu

Heku kapakrepu y peryiapHuM m3pasvMa UMajy CIENUjalHO 3HAUEHE, [Ta UX HE MOMKEMO KOPUCTUTU TEK Tako. Ha
npuMep, YKOIUKO *KeJIUMO A2 HANUIIEMO PeryJjapHu M3pa3 3a JAeuMajHu 0poj, ciaenehu 3anuc 6u OMoO morpernan:

[0—9]+.[0— 9]+

Pasnor je mro cum60i . mMa crenujasiHO 3HAYEHE V PeryJsiapuM r3pa3uMa U O3HadaBa ~’ OMIIo Koju Kapakrep” .
Tako O6u oBaj m3pas, MOpEn HEIMMAJJIHOT Opoja kKao mTo je 123.456, mpuxBaTuo M HU3 Kao mTo je 123m456.

Ila Gucmo omy3enu cuMOOIMMa HUXOBO CIENUjaJHO 3HAaUeme, kopuctumo cumGon \. IlpaBuaxo nHamucax
perysapHu m3pas 3a menumaJsine 6pojeBe 6u Ouo:

[0—9]+\.[0 - 9]+

CranenujajHy KapakTepu y peryJjiapHyUM M3pa3mMa

Cmmcar majuembhie kopumhenux cmenmjanaaux xapakrepa: ., %, +,7,{,},%,(,), [,]



IIpumep peryiapHOr m3pasa 3a WIIyCTPALUjy
Ilpumep 1: Perynapau m3pa3s: [ab]*
OsBo 3Hauu:
e Y peunu ce mory nojasipuBaTtu ciaosa a unu b a u b ([abl).
e Moskemn nMaTu HyJa WM BUIIE MOHABbAHmA (*).
IIITa me 6u 6uno npuxBalieHo oBuM perysapuHuMm uspasom: abe, abd...
IIIra 6u 6uno npuxsaheno: mpasua peu, aaabbb, ababa, bbb, aaa...
Ilpumep 2: Perymnapau mn3pa3s: (ab)*
OsBo 3mauu:
e JlozBosu peu ab.
e Moskemn nMaTu HyJa WM BUIIE OHABLAKa peun (*).
IIITa He 6u 6mio mpuxBalieHO OBUM peryiapHuM uspasom: aaa, bbbb, abaa
IIra 6u 6umo npuxsaheno: mpasua peu, ab, abab, abab...
Ilpumep 3: Perymapau mn3pa3s: \5 * primer
OBo 3HAYN:
e \s 3HauM ma je ucupen GenuHa.
e \s* 3HAYM 14 MOKE Ja MMa HyJa WU BUIIE OeJuHA.

IIITa #e 6u 6uno mpuxBahieHO OBUM perylapHUM M3Pa3oM: Mpa3Ha ped, HeCTOIpUMep
IIIta 6u 6uno nmpuxsaheno: primer, primer, primer (00paTUTH NaKby Ha OeauHe)

3anarak - Hapenba monese y nporpaMcKoOM je3muKy C

Hapenba momene y jesury C omoryhasa ma ce BpemHOCT HEKOr m3pa3a momenu npomensmsuBoj. OBa mHapenba je
OCHOBHU HAUVH 33 UyBame U MAHWUILYJAIWU]Y MIOAAlMa Yy IpOrpamy.
Hapenba mnomene y jesury C' mma cnemehy cTpykTypy:

e Ha mouerky ce Hanasu mme IPOMEH/UBE(IPOYUTATHA UCION KAKO HAIUCATU PEryJIapHU U3pa3 3a HApendy
nozeue).

e lVcnpen n m3a mMeHa MPOMEHJBMBE MOy ce Hahu Oesune.
e Hakon tora ciemu 3uak jemmaxkoctu (=). Mcnpen u usa 3HAKA JeIHAKOCTU MOLY CE€ HAJA3UTU OeJUHE
e l3a 3maka jemHaxocTu, 300r je IHOCTABHOCTH, MOKEMO mpeTmocTaButu cienehe:

— Moske crajatu 6pojHa KOHCTAHTA
— Moke cTajaTy mIpoMeHBUBA

— Moske crajatm camo jemaH 30Up WaM TPOM3BOA OPOjUX KOHCTAHTM WM WMEHa NPOMEHJLUBUX (360T
jeTHOCTABHOCTH 3a1aTKA )
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e Ha kpajy mapenbe momene mopa crajatu ”;

[Ipumepn BaugHMX Hapemndbw momese:
o z =25

e _counter = value + 1;

e number =3+ 1;

e _counter = value;

[Ipumepn nHeBasuaHux Hapemdu momee:

e 5z = 10; (uMe IPOMEH/bUBE HE MOKE MOUMH-ATU OpOjeM)



e z =; (HemocTaje M3pa3 ca LECHE CTPAHE)

result = a + b (Hemocraje Tauka-3amera Ha Kpajy)

result = a * b+ ¢;(30up ox 3 cabupka)

result?5;(yMecTo 3HaKa jeJHAKOCTU HEIO3BOJLEH KAPAKTED)

Ila 6u nMe mpomeHbUBE OMIIO BAJIUIHO, MOPa Aa 3amI0BosbaBa cieneha mpasuia:
e Mo:ke canpskaTu caMo ciIoBa (Maja W Beauka), 6pojese m A0my UpTy (-).
e Mopa mouumaTy CJIOBOM MJIM TOHOM IIPTOM, aju He GpojeM.

e He cme canmp:xasaTu crenmjasiHe 3HaKoBe Kao mTo ¢y Q, %, # - urn.

IIpumepn Bamunaux nmeHa npomenpuBux y C je3ury:

e I

broj_1

e _privatna

e temp?2

IIpuMmepn HEBAIMIHUX MMEHA MPOMEHJLUBUX:

e 3broj (moumme Gpojem)

e _nijeTacnaPromenljiva (mouume ca nBe HOHmE LPTE)
e 123netacno (mouume G6pojem)

e ime — varijable (canp:xu upry -)

e @ovonijepromenljiva (canpsku 3max Q)

Hamomena o pe3sepBucanuM peumMa:

Perynapuu m3pas cam mo cebu He MOke mpemo3HaTy pesepsucane peun y jesuky C. OBo 3maum na Ou, Ha
npuMep, ped int Ouiaa BaJduOHA TpeMa PeryJjapHOM M3paldy, aju MOAATHA MPOBEPa CEMAHTUYKE WCIPABHOCTU
(amp. mopebeme ca JMCTOM KHYUHAX PEYM) MOPA OUTU U3BEIEHA Y NPOrPaAMy KOJU KOPUCTU OBaj peryJapHu
n3pa3. ToxkoMm m3pane 3amaTaka HO3BOJLEHO je Oa PeryJiapHU U3pa3 IPUXBAaTa KJLYUYHE pedrd IPOTPaMCKOT je3UKa

IT (int, void...).

(a) [4 moena] Hamncatu perynapuu nspa3 kKoju npemnosHaje Hapendy nonene C' IPOrPAMCKOT je3UKA.

3anmarak - #mclude UPEKTUBE Y je3UKy C

#include nuperruBa y jeaury C KOPUCTH ce 3a YRIbYUMBAKE CIOJBHOT Kona y nporpaMm. Ona omoryhasa moBe3uBame
ca CHOJLHUM (ajloBUMa, Kao HITO CY:

Cranmapaue 6ubsuorexe (Hup. stdio.h, stdlib.h) xoje npyskajy ¢yHEnuje 3a yina3/usnas, MaTeMaTUUKe OI-
epamuje u Ipyre OCHOBHE (YHKIMOHAJIHOCTH.

Kopucunuku xeanep ¢ajmosu (Hup. “mylib.h”) koju mory canpskaBatu neduHMnMje (yHKIUja, CTPYKTYpPA,
KOHCTAHTU, UTH., KOj€ KOPUCTUII y CBOM IIPOjEKTY.

Ila 6u mera peu busa #include muperrmBa, Mopa ma nomryje ciaexneha npasuia:

e Dubimotrere ca <> cunrakcoMm (HIp. #include < stdio.h >).

Bubauorexre ca ””

cunrakcoM (Hup. #include” myheader.h”).
e llme GuimoTere MOke OUTU CACTABJ/HEHO UCKIBYUUBO O CJIOBA.

e Ha kpajy mmena 6ubauorere mopa mocrojatu ”.h” ekcreH3uja.



e Besume ce mory mahu mpe u mociie kibyuHe peuu FHinclude.

[Tpumepy BamumHUX OUPEKTUBA:

#include < stdio.h >

#include” utils.h”

#include < math.h >

#include” myheader.h”

#include < lib.h >

[Ipumepy HeBaNUMOAHUX IUPEKTUBA:

#include < stdio > // ¢pann excremsuja .h

#include’utils” // pamma ekcrensmja .h

#include < 123 file.h > // ume dajna He MOke moyeTn 6pojeM

#include”my — header.h” // canpsu upty - y uMeny OubanoTere

2 ”

#include < stdio.h > // arko Huje Gam y OBIUKY «...» WU , Beh HOp. mMa HEeKM pa3Mak Wi APyTu

KapakTep

#include”myheader.hh” // me oarosapa jep ekcrensuja Huje .h

nesto < stdio.h > // me moumme ca #include, n norenuujasHM GenrHAMA

(6) [2 moena] Koju on cnemehux perymapamx m3pasa mpenosHaje cse obuuke #include mupexkrusa y C koxy

Pemen.e
a) \sx* #include\s * ((< [a — zA — Z]+\.h >)|("[a — zA — Z]+\.1"))
6) \s* #include\s * [< ”]([a — zA — Z]+\.h)[> "]
) \s* #include\s * [< ”|([a — zA — Z]x\.h)[> 7]
)

) HUIOITa OO HaBE€OCHOI

3anarak - Komenrapu y jesuky C

Komenrapu y jesury C' kopucte ce 3a objammaBame KOOa U OJAKIIaBalme UMTama IporpamMa. RoMmMeHTapu ce
UTHOPUIIY TOKOM KOMIMJIAIMjE, Ia HEe YTUUy Ha M3BpIIaBame mporpama. JeTHONMHUjCKM KOMEHTAp je y GopmMu
TaKaB Oa Ha NOUYETKY UMa ABe KOoce UpTe // Ia 3aTUM CJeAr HU3 KAPAKTePa, U KOMEHTAD Ce 3aBPIIaBa KapaKTepOM
Hosor pena.Komenrap takobe moske 6uty u npassa jauHMrja (HAKOH IPTa KOje 03HAYABA]Y HOUETAK KOMEHTapa 06-

muka "/ /7).

/] Ovo je komentar
/Ovo nije komentar jer nema dve kose crte na pocetku komentara

/] Ovo nije jednolinijski komentar
jer se nalazi na vise linija

(B) [3 moena] Hanumu perysnapau u3pa3 Koju OPENO3HAje jeJHOIUHUjCKU KoMeHTap y je3ury C.

Pememe




DuHAJIHO TAKMUYEHE

‘) CTYAEHTCKA YHUJA 4 oo o muhpa
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SAIOATAK 10. BEMITAYKA MHTEJUTEHIINJA

I'pag je crpykrypa Koja ce cacToju on CKyla YBOpOBa UM rpaHa
Koje moBe3yjy Te uBopoBe. PopmainnHo, rpa¢ ce mepuHHUIITE KAO
G = (V,E), rme je:

e VV ckyn uBOpOBa,

e F crym rpaHa Koje mOBe3yjy IIapoBe UBOPOBA.
Undirected & Unweighted Undirected & Weighted
I'pagoBu mMory Owmrm ycmepenu (rpane wmmajy CcMep) WA

HeycMmepenu (rpase Hemajy cmep). Takobe, rpadgoBu Mory Gurn

2
TEKUHCKUA VIV HETEKWHCKU: .r——? . T
e Y TEXMHCKAM rpadoBMMa CBAaKOj I'PAHU je HPUIAPY:KEHA >‘ [. -

onpebena re:xuHa (HOp. yOAa/E€HOCT, BpEMe, TPOMIAK...). .
° y HEeTEeKNMHCKUIM I‘pa(t)OBI/IMa cBe TpaHe I’IMajy je,D;HaKy Directed & Unweighted Directed & Weighted
TEXKUHY.

I'pagoBu cy KOPUCHU y MHOTMM CBAKOJHEBHUM CUTYyalMjaMa, HOIYT ILIAHUPAMHmA MyTeBa y HABUTAIMOHUM All-
JUKAIjaMa, ONTUMU3ANNje MPEeXKa y TeJIeKOMYHUKAIIMjaMa 1 aHAJIN3€e APYUITBEHUX OMHOCA Ha MiIaT(GopMaMa oIy T
Facebook-a. Tarkobe ce kopucTe y JOrMCTUIM 38 MIAHUPAE PYTa WCHOPYKE W y AHAJIMU3U MOAATAKA 3a MMOBE3U-
Bame CIOKEHUX cucTeMa. HbuxoBa mpuMmena omoryhasa epuracHUje NOHOUIEHE OMIYKA U PEIIABAHE CIOKEHUX
npobiema.

[Ipobaemu Ha rpadoBrMa UecTO YKJYUYjy IpOHaNaxeme onpeheHmx myrama, kao mTo je Hajkpaha myrama
n3meby nBa uBopa. JemaH on HajepUMKACHHUX aJropuTaMa 3a OBaj 3aTaTaK U YjeIHO jeTaH O HAJBAKHUJUX AJ-
ropuraMa BelmTauke uaTeaurennuje je aaroputam A* (A 3sezma). Aaropuram A* kopuctu xeypucture (nporene
KOje BOze IpeTpary Ka HWJby Ha OCHOBY HIPUOJIIWKHUX, aJu MHOOPMATHUBHUX IoJaTaka O MoryheMm pacTojamy
MM TPOUIKOBUMA) KAKO OUM yCMEpPHMO NMpeTpary Ka LUy, UCIHymaBajyhu, npu onpebenum ycioBuma, OBa BaskHA
CBOjCTBA:

e [lormynoct — anropuram he yBek mpoHahm pememe akO OHO TOCTOjU.

e OnruMagHOCT — aJropuTaM rapaHTyje pellene ca HajMambOM IeHOM (HIpP. MUHMMAJHA YAAJLEHOCT, HajHUKY
rpomak urh.). OuTuMansHO pememe He MOPa yBEK OUTHU jeauHCTBEHO!

Anropuram A* je BapujanTa aaroputrma IIpBo Haj6omu®, Koja Hgaje IpeIHOCT YBOPOBUMA, Ca HAjOOJLOM OIEHOM.
Oyurumja esanyauuje f (GyHKIMja Koja Olemyje KBAJIUTET CTAmA) y OBOM aaroputMmy uma ciaenehy dopmy:

f(n) = g(n) + h(n),
rme je:
e g(n): TpeHyTHO mO3HATA LEHA IyTa O IOYETHOI YBOPA N0 YBOPA H,
e h(n): mpouemena (XeypUCTUYKA) LI€HA HAjje(TUHUjEr IyTa Ol H A0 HUJHHOT YBODA.
Ilok ce mperpara onsuja:
e Bpemnocr g(n) ce askypupa Kako aJropuTaM OTKPUBA HOBE U je()TUHUje IyTEBE.

e Bpemnocr h(n) ocraje HempomemeHa, jep IpencTaBsba MPOLEHY 3aCHOBaHy Ha yHampen oapebenoj xeypuc-
TULUA.

Onabup nobpe XeypuCTUKE je TpecylaH 3a eQpUKaCHOCT ajaropurmal
OcuoBaM mojmMoBu anropurma A*:

e 3arBOpeHa jucra — jucrta nocelieHux uBopoBa 3a koje cy curypuo Beh nmocehienu cBu cycenu (0mZHOCHO CBa
HEmoCPEIHO MOCTYIHA CTAMA).

e OTBOpeHna aucra — aucra noceherux YBOpoBa 3a KOje MOkIa HUCY moceheHu CBM BHUXOBU Cycemu.

e Ponuresscku UBOp — mpencTraBiba UBOP M3 KOjer ce Hoja3u OO TPEHYTHOI YBOPA.



OIIVIC AJITOPUTMA A*

Y ma3: 'pa¢p G, monasnu 4BOp, MU/LHU UYBOD U XE€YyPUCTUYKA (QyHKOUja h.
N3na3: Iyt ox mosasHOr 40 IUJLHOT YBOPA WU HEYCIEX.

o Vuunujanusyj:

— OTBOpeHy JUCTY Ca MOJIA3HUM UYBOPOM.

— 3aTBOpEHY JKCTY Kao MPa3HY.
e Jlokye rox MMa YBOPOBA Y OTBOPEHO] JIMCTU:

— Wzabepu uBOp n U3 OTBOpEHE JUCTE Ca Haj6omoM oneHoMm f(n).
— Ako je n nuIBbHU YBOD:
* Bparu majrpahu myt pexkoncTpyumyhn ra yHasamg on n I0 MOJA3HOD YBOPA.
— 3a CBaKOI Ccycena m 4YBopa n:
* AKO M HUMje HU y OTBOPEHO] HU y 3ATBOPEHO] JIMCTU:
- Jlomaj m y OTBOpEHY JIUCTY.
- O3HauUM N KA0 POOUTEhA UBOPA M.
- Uspauynaj g(m) u f(m) u npuapysu ux 4Bopy m.
* VMumaue (axko m Beh mpumama HEKO] AUCTHU), aJX je IMyT OPEKO N jepTUHU)U:
- IIpomenn napOpMAIM]y O POAUTESY UBODA M HA N.
- Asxypupaj spennoctu g(m) u f(m).
- AKO je m y 3aTBOpeHO] JaucTHU, Npebdalyj ra y OTBOPEHY.

— W3bamu n u3 orBopeHe nucte u ydoanu n y 3aTBOPEHY JHUCTY.

e AKO je OTBOpeHa JUCTa MPa3Ha, a Wb HUje JOCTUTHYT, 3aKbYUU Ma pPelleme He MOCTOjU.

a) [7 moena] Ilpernocrasumo nma nianupare nyT on Beorpama mo Bamasyke, anu 36or 6pOjHUX BpeMeH-
CKUX HEIOroIla MopaTe Ma y3MeTe XeypPMCTUUKE IpOoIeHe ca cajTa MUHUCTapcTBa caobpahaja u Tprosume
KakKo OMcTe MPUJIArc Ui IJIaH IIyTa TPEeHyTHUM yCJOoBMMA. Y KOJIMKO Cy IaTe ydasbeHocTu uaMmeby myrem
MOBe3aHUX I'Pa/ioBa, KA0 M XeyPUCTUUKA IPoleHa yAajhbeHOCTU JaTUX rpanoBa Ao Bamasyke, ompemu:

Iyt on Beorpama mo Bamasyke
Penocnen nomaBama rpanoBa y 3aTBOPEHY JIKCTY.

I'pamoBu: Beorpan (BI'), Hosu Can (HC), Cpemcra Murposuna (CM), Hlaban (CA), Jlozauna (JIO),

Bujemuna (BN), Mlo6oj ([10), Tysaa (TY), Bamanyra (BJI).

I'pag
Xeypuctuuke npormese 10 bamanyke

UsopoBu Y nameHocT

I'pan | Xeypuctuuka mpoIieHa
BI' + HC 101

BT 350
BT + CM 7

HC 270
BT « IIA 88

CM 250
IITA + JIO 54

ITA 210
JIO + BIA 34

JIO 180
JO & TY 73

bBU 150
TY < BJI 164

10 100
CM « BU 53

TY 200
BU + IO 121

BJI 0
10O + BJI 94
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XEYPUCTUKA

JonmycTtuBa xeypucrtuka - xeypuctuka (h) Koja HUKaja He Ipeuemyje CTBApPHO pacrojame uaMmeby rexyher
YBOpA U ONUJPHOT YBOPA, OJHOCHO 38 CBAKU UBOD BAKU:

h(n) < h*(n),

rae je h*(n) ontumanna xeypuctuka (meHa Hajkpaher myTa o4 4Bopa H IO IMILHOT YBODPA).

YErommKO ce y anroputMy A* KOopmcTu mOmycTMBa XeypHUCTHEKA, akO je MpoHabheH myT 0 IMIBHOT YBOpAa, OHIA
je OH CUTYPHO ONTUMAJIAH.

Kon3ucrenTHa xeypucrtuka - xeypuctuka (h) je koH3ucTeHTHA ako uMa Bpensoct 0 3a NUIBHM YBOD U 3a 6UIIO
KOja IBa CyCeIHA UBODPA M U M BaKU:

e(n,m) + h(m) > h(n),

rae je ¢(n,m) umena npuapy:kene (ycMepeHe WM HeycMepeHe) rpauu (n,m).
Ako je XeypuCTUKA KOH3UCTEHTHA, OHIA j€é OHA W JIOIyCTUBA XeyPUCTUKA.
Ako ce y anropurmy A* KOpUCTU KOH3UCTEHTHa XeypucTuka h, oHma:

e aro je mpoHabeH myT OO HNWJBHOI YBOPA, OHIA j€ OH CULYPHO ONTHMAJIAaH,

e 3a YBOPOBE NOCTYIHE M3 TeKylier yBopa Koju cy Beh y 3aTBOpeHO] amcTu, He Tpeba ce mpoBepaBaTu Oa U
BUXO0Ba BPETHOCT ¢ MOMKE Na Ce axKypupa.

0) [5 moena] YecTo ce Kao XeypuUCTUUKA IPOLEHA yAAJbEHOCT! 2 rpana KOPUCTY Ba3MyIIHA yIAJEHOCT,
jep je curypHo Mama o1 CTBApPHOT IIyTa U TuMe 00e36ebhyje CBOjCTBO OITMMAJIHOCTH, MIOK je KOH3UCTEHTHOCT
3aI0BOJbEHA U3 HejemHakocTy Tpoyriaa (jep je 36up mBe crpanune tpoyria yeBek Behu onm Tpehe). Ilon
IPEeTIOCTAaBKOM Ha cy cienehe xeypucrtuuke BpemHOCTU 3alpaBo Ba3ayllHe yOajseHocTu m3MeDhy rpamoBa
u Bamasnyke, onpenu HOBU penocJien NoNaBama IPAN0BA Y 3aTBOPEHY JIUCTY.

I'pan | Xeypuctnuka ynaibeHOCT (KM)

bI’ 258

HC 215

CM 187

ITA 198

JIO 164

b1 160

10 71

Ty 120




JAJKCTPA

Anropuram IlajkcTpa ce KOpUCTH 3a TpOHAJa:KeHe Hajkpalier myra y TeXUHCKAM rpadoBuMa - rpadoBuMa
TOe MBUIC UMAajy PA3IUUUTE TEKWHE, Tj. MPEACTAaBbajy YVIALEHOCTU, IEHE, UAN OWJIO KOju APYTU MapameTap
KOju MOxke OuTH mpencTaB/beH kao Opoj. Ila 6um amropuraM (yHKIMOHKCAO, BayKHO je na CBe TEKUHE MBUIA Oy Iy
HeHeraTuBHe!

Pan IHajkcTtpe ce 3acHuBa Ha cienehuM KopamuMa:

1. Mannmjanu3anuja: 3a cBaku YBOp y rpady IMOCTABU YIAABEHOCT HA ODECKOHAYHOCT, OCUM 33 ITOYETHU UYBOD
Koju uMa ynaJsbeHoctT 0.

2. NN360p uBopa: Ilounu ox mouerHOr uBOpa M m3abepw UBOP ca HAJMAHOM YIaJHEHONINY KOjU HUje jOIr
obpaben.

3. Asxkypupame yaajbeHOCTH: 3a CBAKOT cycena M3al0paHOr YBOpa M3PavyHa] yIabeHOCT 0 Hera Kpo3
TPEHYTHU YBOP. AKO je Ta yAa/beHOCT Maka Ol TPEHYTHE YVIAJBLEHOCTU TOr CyCela, ayKypupaj yIaJbeHOCT.

4. TlonaBssame: [lonoBu kopake 2 1 3 3a CBe YBOPOBE NOK He oOpamuin cBe uBOpoBe miu He Hahem Hajrpahu
IyT OO0 MUJbA.

B) [2 moena] Komuko TpebGa ma m3HOCH XeypuUCTHUKA (yHKIUja O OMIO KOI UBOpA N0 IWUJGHOT YBOpa
Kako O0u ce asropuram A* momamao kao Ilajkcrpa?




