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Uputstvo za izradu zadataka

Dragi takmiqari,

Ispred vas se nalaze zadaci za finalni deo takmiqeǌa HSAlgorithm. Test se sastoji od 10 zadataka pri
qemu je 5 zadataka iz matematike, dok je 5 zadataka iz informatike. U svakom zadatku ima�ete prilike
da se upoznate sa temama koje se izuqavaju na naxem fakultetu u okviru osnovnih akademskih studija na
programima Matematika i Informatika.

Posledǌi zadatak iz svake oblasti je klasiqnog tipa - zadatak rexavate na papiru koji kasnije
predajete i potrebno je prikazati detaǉan postupak da biste dobili sve poene. U nekim zadacima
�e zaokru�ivaǌe netaqnog odgovora na pitaǌe tipa vixestrukog izbora doneti negativne poene i to
qetvrtinu poena koji su predvi�eni za taj podzadatak (pogledati tabelu). Ukoliko pitaǌe ostavite
nezaokru�eno, to se vrednuje sa 0 poena. Celokupan rad koji na kraju predajete mora biti ispisan hemi-
jskom olovkom, dok slike mo�ete crtati grafitnom olovkom.

r.br oblast broj poena negativni poeni

1 Analitiqka geometrija 9 nema

2 Verovatno�a 9 ima

3 Algebra 9 nema

4 Analiza i linearna algebra 9 nema

5 Matematiqka analiza 14 nema

6 Digitalni zapis podataka 9 ima

7 Maxinsko uqe�e 9 ima

8 Algoritmi i strukture podataka 9 nema

9 Leksiqka analiza 9 nema

10 Vextaqka inteligencija 14 nema

Vreme za izradu zadataka je 180 minuta. Takmiqarska komisija �e dva puta, nakon 60 i nakon 120 minuta,
pro�i kroz sve uqionice i odgovarati na vaxa pitaǌa u vezi postavki zadataka.

SRE�NO!
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Zadatak 1. Analitiqka geometrija

Jedna od va�nih grana analitiqke geometrije jeste sferna geometrija, koja prouqava oblike na sferi.
Dok je klasiqna geometrija, poput Euklidove, zasnovana na ravnim linijama i ravnim povrxinama, sferna
geometrija se bavi figurama na povrxini sfere.
Najznaqajnija razlika je u tome xto u sfernoj geometriji najkra�i put izme�u dve taqke nije prava, ve�
najkra�a kriva na sferi koja povezuje te dve taqke. Mnoga tvr�eǌa iz klasiqne geometrije ne va�e u
sfernoj geometriji - na primer, kosinusna teorema za trougao.
Sferna geometrija ima znaqajnu primenu u astronomiji i geografiji, jer se planeta Zemǉa mo�e mode-
lovati kao sfera. Ova oblast geometrije omogu�ava da aproksimiramo du�ine ruta avionskih letova. U
astronomiji, izraqunavaǌe rastojaǌa izme�u zvezda i ǌihovih kretaǌa po nebu zasniva se na primeni
sferne geometrije.

Ukoliko posmatramo ravan i sferu, postoji nekoliko mogu�nosti za ǌihov me�usobni polo�aj. U krajǌe
neinteresantnom sluqaju ravan �e promaxiti sferu. U suprotnom, ravan i sfera imaju zajedniqkih
taqaka, gde je prva mogu�nost da se radi o samo jednoj zajedniqkoj taqki i tada je u pitaǌu tangentna ra-
van na sferu. Preostaje mogu�nost kada se ravan i sfera seku po krugu. Lako je primetiti da je preseqni
krug najve�i kada ravan prolazi kroz centar sfere. Takav krug sa sfere, qiji se centar poklapa sa cen-
trom sfere, zovemo veliki krug. Geografski primeri su meridijani koji su polovine velikog kruga, dok
su sve paralele mali krugovi, osim ekvatora koji jeste veliki krug. Veliki krugovi dobijaju na znaqaju
kada shvatimo da se najkra�e rastojaǌe izme�u dve taqke na sferi realizuje bax po luku velikog kruga
koji ih spaja.

Posmatramo najjednostavniju sferu u trodimenzionom prostoru, sferu polupreqnika 1, sa centrom u ko-
ordinatnom poqetku:

S2 = {(x1, x2, x3) : x2
1 + x2

2 + x2
3 = 1}.

Svaki taqku sa sfere X ∈ S2 mo�emo poistovetiti sa ǌenim vektorom polo�aja u odnosu na centar sfere
i ujedno koordinatni poqetak O, xto je jediniqni vektor

−−→
OX. Sferni trougao ABC predstavǉaju taqke

A,B,C ∈ S2, pri qemu zahtevamo da su ǌihovi vektori polo�aja,
−→
OA,

−−→
OB i

−−→
OC linearno nezavisni.

Razlog zbog kojeg uvodimo ovaj dodatni uslov linearne nezavisnosti je da izbegnemo dvosmislenosti.
Naime, ukoliko su vektori

−→
OA,

−−→
OB i

−−→
OC linearno zavisni, to su taqke O,A,B,C koplanarne (pripadaju

istoj ravni), odakle sledi da A,B,C pripadaju nekom velikom krugu. Analogija sa ravanskom geometrijom
je ta da ne mo�emo govoriti o trouglu ABC ukoliko su taqke kolinearne.

Stranice sfernog trougla definixemo kao kra�e lukove velikih krugova koji spajaju temena. Du�ine
stranica mo�emo obele�iti sa a, b i c.
Ugao izme�u stranica sfernog trougla je ugao izme�u odgovaraju�ih tangenti u temenima:

α = ∢(
−−→
TAB ,

−−→
TAC), β = ∢(

−−→
TBA,

−−→
TBC), γ = ∢(

−−→
TCA,

−−→
TCB).



Ispostavǉa se da za sferni trougao va�i

cos a = cos b cos c+ sin b sin c cosα,

xto je pandan kosinusnoj teoremi euklidske geometrije. Pandan sinusne teoreme je:

sin a

sinα
=

sin b

sinβ
=

sin c

sin γ
.

Postoji i dualna kosinusna teorema, koja daje odnos izme�u uglova:

cosα = − cosβ cos γ + sinβ sin γ cos a,

cosβ = − cos γ cosα+ sin γ sinα cos b,

cos γ = − cosα cosβ + sinα sinβ cos c.

Obim trougao se definixe kao zbir svih stranica O = a + b + c, dok se mo�e dokazati da je povrxina
sfernog trougla P = α+ β + γ − π.

Potrebno je da konaqna rexe�a upixite u za to predvi�ene pravougaonike. Postupak se ne oce�uje. Nega-

tivne poene na ovom zadatku ne mo�ete da dobijete.

(a) [4 poena] Dat je krug polupreqnika r1 koji sadr�i taqke A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1) (videti sliku
ispod). Oznaqimo sa d1 rastojaǌe izme�u taqaka A i B mereno po tom krugu. Oznaqimo sa d2 du�inu
stranice koja spaja taqke A i B sfernog trougla ABC (tj. rastojaǌe taqaka A i B mereno po je-
diniqnoj sferi sa centrom u koordinatnom poqetku - taqki sa koordinatama (0, 0, 0)). Tada je d2 − d1
jednako:

(b) [5 poena] Sferni trougao ABC koji se nalazi na jediniqnoj sferi ima uglove α =
π

3
, β =

2π

3
i povrxinu

P =
π

6
. ǋegov obim je:
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Zadatak 2. Uvod u verovatno�u

Verovatno�a je grana matematike koja se bavi prouqavaǌem sluqajnih pojava i ǌihovih ishoda. Ona
omogu�ava kvantifikaciju nesigurnosti i poma�e u donoxeǌu odluka u situacijama gde ishodi nisu
unapred poznati. Osnovni zadatak istra�ivaqa u oblasti verovatno�e je da identifikuje osnovne karak-
teristike sluqajnog eksperimenta, definixe odgovaraju�i prostor verovatno�e i razvije modele koji
omogu�avaju analizu i predvi�aǌe budu�ih ishoda. Verovatno�a ima xiroku primenu u svakodnevnom
�ivotu i razliqitim oblastima nauke. Na primer, koristi se u igrama na sre�u za predvi�aǌe xanse za
dobitak, u sportskim statistikama za analizu uqinka igraqa, i u meteorologiji za procenu verovatno�e
vremenskih pojava poput kixe. Tako�e, verovatno�a igra kǉuqnu ulogu u algoritmima druxtvenih mre�a
i video igara, gde poma�e u generisaǌu nasumiqnih doga�aja ili personalizovanih preporuka.

Primer. Zamislimo tortu oblika kvadrata na stolu koji je postavǉen u koordinatni sistem. Doǌe
levo poǉe ima koordinate (0, 0), a gorǌe desno (1, 1). Torta je podeǉena na slede�i naqin:

• Deo iznad linije y = 2
3 premazan je qokoladnim prelivom.

• Deo ispod linije y = 2
3 premazan je prelivom od jagoda.

• Deo za koji va�i x + y > 4
5 ima puǌeǌe od vixaǌa, dok deo za koji va�i x + y < 4

5 ima puǌeǌe od
malina.

Ako nasumiqno ubodemo tortu qaqkalicom, svaka taqka na povrxini torte ima jednaku xansu da bude ubo-
dena. Zanima nas verovatno�a da ubodemo deo torte koji je premazan qokoladom i ima puǌeǌe od vixaǌa.

Rexeǌe. Verovatno�a da ubodemo deo torte koji je premazan qokoladnim prelivom i puǌeǌem od vixaǌa
je data kao povrxina preseka ovih oblasti:

P (qokoladni preliv i vix�e) = P (qokoladni preliv ∩ vix�e).

Ova verovatno�a se raquna kao povrxina preseqne oblasti podeǉena sa ukupnom povrxinom torte.

Povrxina torte je 1. Deo torte koji je prekriven qokoladom nalazi se iznad linije y = 2
3 . Povrxina ovog

dela mo�e se izraqunati kao pravougaonik du�ine 1 i xirine 1− 2
3 , xto daje povrxinu 1

3 . S druge strane,
deo torte sa vixǌama nalazi se iznad linije x + y = 4

5 i formira trougao. Povrxina ovog trougla se
izraqunava formulom 1

2 · stranica · visina, gde su du�ine stranica i visina jednake 4
5 , te je povrxina tog

dela 1
2 ·

4
5 ·

4
5 = 8

25 . Konaqno, povrxina preseka izme�u qokoladnog dela i dela sa vixǌama nalazi se unutar
trougla definisanog presekom linija y = 2

3 i x+ y = 4
5 . Ovaj presek predstavǉa deo povrxine gde su oba

uslova istovremeno zadovoǉena. Konaqo dobijamo da je tra�ena verovatno�a:

P (qokoladni preliv i vix�e) =
1

3
− 1

2
· 2

15
· 2

15
=

73

225



Osnovni pojmovi u verovatno�i

Prostor doga�aja

Prostor doga�aja (Ω) je skup svih mogu�ih ishoda nekog sluqajnog eksperimenta. Svaki element ovog
skupa predstavǉa jedan mogu�i ishod.

Primer: Kod bacaǌa xestostrane kockice, prostor doga�aja je Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Sluqajni doga�aj

Sluqajni doga�aj je podskup prostora doga�aja, koji obuhvata odre�ene ishode. Na primer, ako razma-
tramo bacaǌe kockice:

• A: ,,Kockica pokazuje paran broj” je sluqajni doga�aj A = {2, 4, 6}.

Ako je doga�aj jednak celom prostoru doga�aja (A = Ω), to je siguran doga�aj. Ako je prazan skup (A = ∅),
to je nemogu� doga�aj.

Verovatno�a

Verovatno�a je funkcija koja svakom doga�aju A pridru�uje broj iz intervala [0, 1]. Funkcija P mora
zadovoǉiti slede�e osobine:

• Nenegativnost: Za svaki doga�aj A va�i 0 ⩽ P (A) ⩽ 1.

• Verovatno�a sigurnog doga�aja: Verovatno�a da se dogodi siguran doga�aj je P (Ω) = 1.

• Verovatno�a nemogu�eg doga�aja: Verovatno�a nemogu�eg doga�aja je: P (∅) = 0.

• Aditivnost za disjunktne doga�aje: Za konaqan broj disjunktnih doga�aja A1, A2, . . . , An va�i

P

(
n⋃

i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

P (Ai).

Izraqunavaǌe verovatno�e pomo�u povrxine

Ako se doga�aji posmatraju u nekom geometrijskom prostoru, verovatno�a da sluqajno izabrana taqka
pripada nekoj oblasti A odre�uje se kao odnos povrxine te oblasti prema povrxini celog prostora.

P (A) =
Povrxina oblasti A

Povrxina celog prostora
.

Uslovna verovatno�a

Uslovna verovatno�a P (A|B) predstavǉa verovatno�u da se dogodi doga�aj A, pod uslovom da se dogodio
doga�aj B. Definixe se formulom:

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
, ako je P (B) > 0.

Princip ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa

Za konaqan broj doga�aja A1, A2, . . . , An, verovatno�a unije ovih doga�aja P (A1 ∪ A2 ∪ · · · ∪ An) mo�e se
zapisati na slede�i naqin:

P (A1∪A2∪· · ·∪An) =

n∑
i=1

P (Ai)−
∑

1⩽i<j⩽n

P (Ai∩Aj)+
∑

1⩽i<j<k⩽n

P (Ai∩Aj∩Ak)−· · ·+(−1)n+1P (A1∩A2∩· · ·∩An).

Formula potpune verovatno�e

Ako je prostor doga�aja podeǉen na disjunktne doga�aje H1, H2, . . . ,Hn koji pokrivaju ceo prostor (H1 ∪
H2 ∪ · · · ∪Hn = Ω), tada verovatno�a doga�aja A mo�e da se izrazi kao:

P (A) =

n∑
i=1

P (Hi) · P (A|Hi).



Primer

Zamislimo eksperiment: Bacamo xestostranu kockicu. Izraqunajmo verovatno�u doga�aja: ,,Broj je paran
i maǌi od 5”.

Rexeǌe. Oznaqimo A: ,,Ispao je paran broj” (A = {2, 4, 6}), a sa B: ,,Ispao je broj maǌi ili jednak
3” (B = {1, 2, 3}). Jasno, verovatno�e tih doga�aja su P (A) = 3

6 = 0.5 i P (B) = 3
6 = 0.5.

Primetimo sada, verovatno�a da je ispao paran broj i da je taj broj maǌi ili jednak 3) je P (A ∩ B) = 1
6

(poxto je A∩B = {2}). Sliqno, verovatno�a da je ispao paran broj ili broj koji je maǌi ili jednak 3 se
mo�e izraqunati principom ukǉuqeǌa i iskǉuqeǌa (a mo�e i na druge naqine, ali ovde radi ilustracije
prikazujemo ovo rexeǌe), qime dobijamo

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B) = 0.5 + 0.5− 1

6
=

6

6
− 1

6
=

5

6
.

Sada, uslovna verovatno�a P (A|B) se raquna na slede�i naqin: ako znamo da je broj maǌi ili jednak 3

(B), tra�imo verovatno�u da je broj paran (A), xto daje P (A|B) = P (A∩B)
P (B) =

1
6
3
6

= 1
3 .

Konaqno, izraqunajmo verovatno�u doga�aja C: ,,Broj je paran i maǌi od 5”. Ovaj doga�aj mo�emo izraziti
pomo�u particije prostora definisane doga�ajima H1 : ,,Broj je maǌi ili jednak 3” (H1 = {1, 2, 3}) i H2:
,,Broj je ve�i od 3” (H2 = {4, 5, 6}).
Primenom formulu potpune verovatno�e dobijamo P (C) = P (C|H1) · P (H1) + P (C|H2) · P (H2). Verovatno�a
P (H1), da je broj maǌi ili jednak 3, je P (H1) = 3

6 = 0.5, dok je P (H2) = 3
6 = 0.5, jer oba skupa imaju po

tri elementa. Verovatno�a P (C|H1), da je broj paran u H1, je P (C|H1) = P ({2}) = 1
3 , a P (C|H2), da je broj

paran u H2, je P (C|H2) = P ({4, 6}) = 2
3 . Zamenom u formulu potpune verovatno�e dobijamo

P (C) =
1

3
· 0.5 + 2

3
· 0.5 =

1

6
+

2

6
=

3

6
= 0.5.

Osobine verovatno�e za min i max

1. Verovatno�a za maksimum:

P{max(A,B,C) < k} = P (A < k ∩B < k ∩ C < k),

xto predstavǉa verovatno�u da su sve veliqine maǌe od k. Ovaj izraz odgovara preseku doga�aja gde su
svi elementi ispod granice k.

2. Verovatno�a za minimum:

P{min(A,B,C) > k} = P (A > k ∩B > k ∩ C > k),

xto predstavǉa verovatno�u da su sve veliqine iznad k. Ovaj izraz odgovara preseku doga�aja gde su svi
elementi iznad granice k.

Problem sa segmentima

Imamo xtap du�ine 1 koji se nasumiqno lomi na dva mesta. Time dobijamo tri maǌa xtapa.

Osnovni pojmovi

Da bismo rexili slede�e zadatke, prvo �emo objasniti osnovne pojmove i principe:

1. Nasumiqni lomovi:
Xtap se lomi na dve sluqajne taqke X i Y unutar intervala (0, 1). Lomovi dele xtap na tri segmenta.

2. Segmenti:
Du�ine segmenata definixu se kao:

S1 = min(X,Y ), S2 = |X − Y |, S3 = 1−max(X,Y ).

3. Ure�eni segmenti:
Nakon xto izraqunamo segmente S1, S2, S3, ure�ujemo ih po veliqini neopadaju�e:

L1 = min(S1, S2, S3), L2 = druga po veliqini od S1, S2, S3, L3 = max(S1, S2, S3).



Sluqaj 1: X < Y

Ako su taqke lomova X = 0.3 i Y = 0.8,
segmenti su: S1 = 0.3, S2 = 0.8 − 0.3 = 0.5 i
S3 = 1− 0.8 = 0.2.
Sortirano: L1 = 0.2, L2 = 0.3 i L3 = 0.5.

0 1
X = 0.3 Y = 0.8

S1 = 0.3 S2 = 0.5 S3 = 0.2

Sluqaj 2: X > Y

Ako su taqke lomova X = 0.8 i Y = 0.3,
segmenti su: S1 = 0.3, S2 = 0.8 − 0.3 = 0.5 i
S3 = 1− 0.8 = 0.2.
Sortirano: L1 = 0.2, L2 = 0.3 i L3 = 0.5.

0 1
Y = 0.3 X = 0.8

S1 = 0.3 S2 = 0.5 S3 = 0.2

Nejednakost trougla

Da bi se trougao mogao formirati od tri segmenta du�ina L1, L2 i L3 mora va�iti

L1 + L2 > L3,

gde su segmenti sortirani neopadaju�e (tj. va�i L1 ⩽ L2 ⩽ L3).

(a) [4 poena] Kolika je verovatno�a da se od tri segmenta mo�e formirati trougao?

a)
1

2
b)

1

4
v)

3

4
g) 1 d)

1

8

(b) [4 poena] Kolika je verovatno�a da je najve�i segment kra�i od 0.6?

a)
7

25
b)

13

25
v)

17

50
g)

6

25
d)

13

50

(v) [1 poen] Kolika je verovatno�a da se od tri segmenta mo�e formirati trougao ili da je najve�i
segment kra�i od 0.6?

a)
13

25
b)

77

100
v)

1

4
g)

53

100
d) 1
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Zadatak 3. Algebra

Algebra je jedna od osnovnih grana matematike koja prouqava strukture kao xto su grupe, prstenovi i
poǉa, zajedno sa ǌihovim operacijama i relacijama. Grupe opisuju simetrije i transformacije, prste-
novi se bave svojstvima operacija sabiraǌa i mno�eǌa, dok poǉa proxiruju ove koncepte sa delilaqkim
strukturama. Algebra nalazi primenu u mnogim oblastima, kao xto su kriptografija, teorija brojeva,
informatika i fizika, gde poma�e u modeliraǌu i rexavaǌu slo�enih problema. ǋeni koncepti su te-
meǉni u modernoj matematici i nauci.

Definicija 1. Grupa je algebarska struktura (G, ·), gde je G neprazan skup, a · binarna operacija na
G koja ima slede�e osobine:

• Associjativnost: Za sve x, y, z ∈ G va�i (x · y) · z = x · (y · z).

• Postojaǌe neutralnog elementa: Postoji e ∈ G takvo da za sve x ∈ G va�i x · e = e · x = x.

• Postojaǌe inverznog elementa: Za svako x ∈ G postoji x−1 ∈ G takvo da je x · x−1 = x−1 · x = e.

Definicija 2. Neka je G grupa. Podskup H ⊆ G se naziva podgrupom od G ako va�i:

• za sve h1 i h2 iz H, element h1h2 se tako�e nalazi u H.

• za svako h ∈ H, i inverz h−1 se nalazi u H.

Definicija 3. Neka je G grupa. Za podskup S ⊆ G ka�emo da generixe grupu G i pixemo G = ⟨S⟩ ako se
svaki element iz G mo�e zapisati kao konaqan proizvod elemenata iz S i ǌihovih inverza.

Definicija 4. Diedarska grupa Dn je grupa simetrija pravilnog n-mnogougla (n ≥ 3) u odnosu na kompo-
ziciju preslikavaǌa.

Za bilo kakav ozbiǉniji algebarski rad sa grupom Dn bi�e potrebno da boǉe razumemo i opixemo ǌene
elemente. Posmatra�emo kvadrat ABCD kao na slici:

D C

A B

Simetrije ovog kvadrata mogu biti rotacije i refleksije. Pri tome, me�u rotacije �emo uraqunati i
identiqko preslikavaǌe ε, koje je neutralni element u grupi D4.

D C

A B

D C

A B

ε

Sa ρ �emo oznaqiti rotaciju za π
2 oko centra kvadrata u smeru suprotnom od kretaǌa kazaǉke na satu.

D C

A B

C B

D A

ρ



Ostale rotacije onda mo�emo izraziti kao ρ2 i ρ3, pri qemu je ρ4 = ε.
Sa σ �emo oznaqiti refleksiju kvadrata u odnosu na ǌegovu vertikalnu osu.

D C

A B

C D

B A

σ

Imaju�i u vidu geometrijsku interpretaciju, jasno je da je σ2 = ε. Ostale refleksije mo�emo i dobiti
tako xto prvo zarotiramo kvadrat, pa su one: σρ, σρ2 i σρ3.
Dobijamo da je

D4 = {ε, ρ, ρ2, ρ3︸ ︷︷ ︸
rotacije

, σ, σρ, σρ2, σρ3︸ ︷︷ ︸
refleksije

}.

Mo�emo primetiti da je D4 generisana sa ρ i σ, pri qemu znamo da je ρ4 = ε i σ2 = ε. Xto se tiqe odnosa
ta dva generatora, imamo:

D C

A B

C D

B A

D A

C B

σ ρ

D C

A B

A D

B C

D A

C B

ρ3 σ

Mo�emo zakǉuqiti da je ρσ = σρ3, odnosno ρσ = σρ−1. Na taj naqin dobijamo prezentaciju grupe D4 preko
generatora i relacija:

D4 = ⟨ ρ, σ︸︷︷︸
generatori

| ρ4 = ε, σ2 = ε, ρσ = σρ−1︸ ︷︷ ︸
relacije

⟩.

Potpuno sliqno bismo za svako n ≥ 3 dobili:

Dn = ⟨ρ, σ | ρn = ε, σ2 = ε, ρσ = σρ−1⟩.

Definicija 5. Dejstvo grupe G na skup S je preslikavaǌe · : G× S → S sa osobinama:

• e · x = x za sve x ∈ S, gde je e neutralni element grupe G.

• g · (h · x) = (gh) · x za sve g, h ∈ G i x ∈ S.

Uz dejstvo grupe G na skup S definixemo slede�e skupove:

• Ox = {g · x | g ∈ G}, orbita elementa x ∈ S.

• Stab(x) = {g ∈ G | g · x = x}, stabilizator elementa x ∈ S.

• Fix(g) = {x ∈ S | g · x = x}, fiksni skup elementa g ∈ G.



Podzadatak 1 [1 + 1 poen] Neka je G =

{[
a b

0 1

] ∣∣∣∣∣ a, b ∈ R, a ̸= 0

}
podgrupa grupe GL2(R).

Sa [
a b

0 1

]
· x = ax+ b,

[
a b

0 1

]
∈ G, x ∈ R

je definisano dejstvo grupe G na R.
Odrediti stabilizator za element 2 ∈ R, kao i fiksni skup za[

−2 3

0 1

]
∈ G

pri ovom dejstvu.

Odgovor:

Odgovor:

Skup svih orbita oznaqavamo sa S/G.

Tvr�eǌe (Bernsajdova lema) Neka je G konaqna grupa koja dejstvuje na konaqan skup S. Tada va�i:

|S/G| = 1

|G|
∑
g∈G

|Fix(g)|.

Sada kada smo se upoznali sa teorijom mo�emo uz pomo� dejstva grupe i Bernsajdove leme mnogo lakxe
rexiti neke zanimǉive probleme.

Primer. Odrediti na koliko naqina se mogu obojiti temena pravilnog xestougla sa n boja ako su dva
bojeǌa ista kada se jedno od drugog mo�e dobiti:

a) rotacijom xestougla,

b) proizvoǉnom simetrijom xestougla.

Rexeǌe. a) Neka je S skup svih mogu�ih bojeǌa temena xestougla. Tada mo�emo zapisati:

S = {(a0, a1, a2, a3, a4, a5) | 1 ≤ ai ≤ n},

pri qemu ai = k znaqi da je i-to teme obojeno k-tom bojom. Primetimo da je |S| = n6.
Situaciju mo�emo predstaviti i xestouglom na slici:

a0 a1

a2

a3a4

a5

Podgrupa svih rotacija ⟨ρ⟩ grupe D6 deluje na skup S rotiraju�i temena xestougla. Pri tome su dva
bojeǌa ista ako i samo ako se nalaze u istoj orbiti pri ovom dejstvu. Dakle, treba da izraqunamo broj
orbita |S/⟨ρ⟩|. Iz Bernsajdove leme je:

|S/⟨ρ⟩| = 1

|⟨ρ⟩|
∑
g∈⟨ρ⟩

|Fix(g)| = 1

6

5∑
i=0

|Fix(ρi)|.



Sve xto je jox potrebno da uradimo je da izraqunamo koliko se elemenata nalazi u fiksnim skupovima
koje smo dobili.

Za i = 0 imamo da je ρi = ε, pa svi elementi skupa S ostaju fiksirani. Dakle, |Fix(ε)| = n6.

Za i = 1 imamo element ρ koji predstavǉa rotaciju za 60◦ oko centra xestougla u smeru suprotnom od
smera kretaǌa kazaǉke na satu. ǋegovo dejstvo mo�emo predstaviti slikom ispod.Bojeǌa u fiksnom sku-
pu su ona koja pri ovom dejstvu ostaju invarijantna.

a5

a0 a1

a2

a3a4

a4

a5 a0

a1

a2a3

ρ

To znaqi da prva i druga slika moraju biti iste, odakle dobijamo uslove:

a0 = a5, a1 = a0, a2 = a1, a3 = a2, a4 = a3, a5 = a4.

Zakǉuqujemo da va�i:
a0 = a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = α, 1 ≤ α ≤ n,

pa je: |Fix(ρ)| = n.

Sliqno va�i za n = 2, gde imamo dejstvo elementa ρ2, koga predstavǉamo slikom:

a5

a0 a1

a2

a3a4

a3

a4 a5

a0

a1a2

ρ2

Iz jednakosti prve i druge slike dobijamo uslove:

a0 = a4, a1 = a5, a2 = a0, a3 = a1, a4 = a2, a5 = a3.

Zakǉuqujemo da je:
a0 = a2 = a4 = α, a1 = a3 = a5 = β, 1 ≤ α, β ≤ n,

pa je: |Fix(ρ2)| = n2.

Sliqnim razmatraǌem dobijamo
|Fix(ρ3)| = n3

|Fix(ρ4)| = n2

|Fix(ρ5)| = n

Kada sve sumiramo, dobijamo da je broj tra�enih bojeǌa jednak:

1

6

(
n6 + n3 + 2n2 + 2n

)
.



b) Sve je isto kao u delu a), samo xto sada umesto dejstva podgrupe ⟨ρ⟩, posmatramo dejstvo cele grupe
D6. Na osnovu Bernsajdove leme dobijamo da je broj tra�enih bojeǌa jednak:

1

|D6|
∑
g∈D6

|Fix(g)| = 1

12

∑
g∈D6

|Fix(g)|.

Kardinalnosti fiksnih skupova rotacija smo ve� odredili u delu a), pa ostaje samo jox da ih odredimo
za refleksije.

Refleksija σ je u odnosu na vertikalnu osu xestougla, pa je ǌeno dejstvo predstavǉeno slede�om slikom:

a5

a0 a1

a2

a3a4

a2

a1 a0

a5

a4a3

σ

Iz jednakosti prve i druge slike zakǉuqujemo da va�i:

a0 = a1 = α, a2 = a5 = β, a3 = a4 = γ, 1 ≤ α, β, γ ≤ n,

pa je: |Fix(σ)| = n3.

Dejstvo refleksije σρ predstavǉeno je slede�om slikom:

a5

a0 a1

a2

a3a4

a4

a5 a0

a1

a2a3

a1

a0 a5

a4

a3a2

ρ σ

Iz jednakosti prve i tre�e slike zakǉuqujemo da va�i:

a0 = α, a1 = a5 = β, a2 = a4 = γ, a3 = δ, 1 ≤ α, β, γ, δ ≤ n,

pa je: |Fix(σρ)| = n4.

Dejstvo refleksije σρ2 predstavǉeno je slede�om slikom:

a5

a0 a1

a2

a3a4

a3

a4 a5

a0

a1a2

a0

a5 a4

a3

a2a1

ρ2 σ

Iz jednakosti prve i tre�e slike zakǉuqujemo da va�i:

a0 = a5 = α, a1 = a4 = β, a2 = a3 = γ, 1 ≤ α, β, γ ≤ n,



pa je: |Fix(σρ2)| = n3.
Sliqnim razmatraǌem dobijamo

|Fix(σρ3)| = n4

|Fix(σρ4)| = n3

|Fix(σρ5)| = n4

Kada sve sumiramo, dobijamo da je broj tra�enih bojeǌa jednak:

1

12

(
n6 + 3n4 + 4n3 + 2n2 + 2n

)
.

Podzadatak 2 [3 poena] Odrediti na koliko naqina se mogu obojiti temena pravilnog petougla sa n
boja, ako su dva bojeǌa ista kada se jedno od drugog mo�e dobiti rotacijom petougla.

Podzadatak 3 [4 poena] Odrediti na koliko naqina se mogu obojiti temena pravilnog osmougla sa n boja,
ako su dva bojeǌa ista kada se jedno od drugog mo�e dobiti proizvoǉnom simetrijom osmougla.
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Zadatak 4. Linearna algebra i matematiqka analiza

Linearna algebra i matematiqka analiza predstavǉaju fundamentalne matematiqke oblasti koje se izuqavaju

na svim matematiqkim fakultetima od samog poqetka studija. Iako se veza izme�u ǌih mo�da i ne vidi

odmah, zapravo je veoma jaka i ogleda se u svojoj punoj raskoxi kroz teoriju unitarnih prostora iz koje

se nadaǉe razvijaju teorija Furijeovih redova i Hilbertovih prostora. Furijeovi redovi od same pojave

tog koncepta nalaze veliku primenu. Sam Furije ih je koristio za rexavaǌe jednaqine toplote, a danas

se koriste u obradi i kompresiji signala, algoritmima za prepoznavaǌe govora i na brojnim drugim

mestima u industriji. Von Neumann-ovim matematiqkim zasnivaǌem kvantne mehanike na temeǉu spek-

tralne teorije operatora na Hilbertovim prostorima, kao i burnim razvojem ove i srodnih disciplina,

funkcionalna analiza i teorija operatora postale su ne samo impozantne matematiqke teorije, ve� i sam

temeǉ savremene fizike i jedna od ǌenih najmo�nijih aparatura.

Centralni objekat za kasnije uvo�eǌe pojmova Furijeovog reda i Hilbertovih prostora je skalarni

proizvod sa qijim ste se obiqnim oblikom ve� susreli izuqavaju�i analitiqku geometriju. U daǉem

tekstu definisa�emo odre�ene pojmove poluformalno te�e�i balansu izme�u onoga xto vam je potrebno

da rexite zadatke u ovom delu i preciznosti kako biste imali svest o potpunoj kompleksnosti teorije

kojom se bavimo.

Definicija: Vektorski prostor V nad poǉem R (trenutno nije bitno xta znaqi da je R poǉe) je skup

vektora takvih da ∀u, v ∈ V vredi αu+ βv ∈ V za sve realne brojeve α, β.

Za U ⊂ V ka�emo da je potprostor od V ako ∀u1, u2 ∈ U vredi α1u1 + α2u2 ∈ U za sve realne brojeve α1, α2.

Pixemo U ⩽ V .

Primer: R3 posmatran kao skup vektora u 3 dimenzije pri qemu svaki vektor smatramo da ima poqetak

u koordinatnom poqetku i da je odre�en koorinatama (x, y, z) kraja tog vektora je vektorski prostor nad

poǉem R.

Definicija: Neka je X vektorski prostor nad poǉem R. Funkcija ∥ · ∥ : X → R naziva se norma ako

ispuǌava:

• ∥x∥ ⩾ 0 i ∥x∥ = 0 ako i samo ako x = 0

• ∥λx∥ = |λ|∥x∥ za svaki realan broj λ

• ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥.

Tada se ure�en par (X, ∥ · ∥) naziva normiran vektorski prostor. Funkcija norme zamixǉena je tako da

imitira svojstva apsolutne vrednosti.

Definicija: Funkcija ⟨·, ·⟩ : X ×X → R koja ispuǌava svojstva:

• ⟨x, x⟩ ⩾ 0 i ⟨x, x⟩ = 0 ako i samo ako x = 0

• ⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩



• ⟨λ1x1 + λ2x2, y⟩ = λ1 ⟨x1, y⟩+ λ2 ⟨x2, y⟩ za sve λ1, λ2 ∈ R

naziva se skalarni proizvod. U tom sluqaju se ure�en par (X, ⟨·, ·⟩) naziva unitaran ili pred-Hilbertov

prostor.

Tvr�eǌe: Svaki unitaran prostor je normiran, jer se norma mo�e uvesti na prirodan naqin sa

∥x∥ =
√
⟨x, x⟩.

Ne�emo se baviti dokazivaǌem da ovako definisana norma zaista zadovoǉava aksiome norme iz jedne od

prethodnih definicija.

Primeri:

• Skalarni proizvod u R3 koji ste uqili u xkoli definisan sa ⟨(x1, x2, x3), (y1, y2, y3)⟩ = x1y1+x2y2+x3y3

zaista zadovoǉava aksiome skalarnog proizvoda iz prethodne definicije. Analogno se definixe

skalarni proizvod u Rn

• Nije texko pokazati da neprekidne funkcije na intervalu [a, b] qine jedan vektorski prostor. Na

ovom vektorskom prostoru mo�emo uvesti skalarni proizvod sa:

⟨f, g⟩ =
∫ b

a

f(x)g(x)dx

Definicija: Za vektore f, g ∈ X ka�e se da su ortogonalni i to se oznaqava sa f ⊥ g, ukoliko je ⟨f, g⟩ = 0.

Za skupove F,G ⊂ Θ ka�e se da su ortogonalni, a oznaqava sa F ⊥ G, ako je f ⊥ g za svako f ∈ F i g ∈ G.

Sa G⊥ oznaqava se skup svih f ∈ H koji su ortogonalni na G i naziva se ortogonalom skupa G.

Tvr�eǌe: G⊥ ⩽ X tj. svaki ortogonal je potprostor od X odnosno zatvoren je u odnosu na linearne

kombinacije.

Teorema o ortogonalnoj projekciji: Ako je X vektorski prostor na kome je deifnisan skalarni proizvod

(tj. unitarni prostor) i U potprostor od X tada se svaki vektor v ∈ X mo�e predstaviti u obliku

v = v + v′ pri qemu je v ∈ U, v′ ∈ U⊥. Vektor v naziva se ortogonalna projekcija vektora v na potprostor

U , a rastojaǌe vektora v od potprostora U definixe se kao d(v, U) = ||v′||.

Potrebno je da konaqna rexe�a upixite u za to predvi�ene pravougaonike. Postupak se ne oce�uje. Negativne

poene na ovom zadatku ne mo�ete da dobijete.

a) [3 poena] Poznato je da je preslikavaǌe ◦: R3 × R3 → R:

(x1, x2, x3) ◦ (y1, y2, y3) = 2x1y1 + 2x2y2 + 2x3y3 − x1y2 − x2y1 − x2y3 − x3y2

jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru R3. Ako je U skup svih rexeǌa jednaqine x− 2y + 3z = 0

u skupu realnih brojeva odrediti rastojaǌe vektora v = (0, 1, 4) od U .



Definicija: Skup {e1, e2, . . . } je ortonormirana baza unitarnog prostora X ako se svaki vektor v ∈ X

mo�e predstaviti u obliku v = α1e1 +α2e2 + · · ·+αnen + . . . i ako va�i ei ⊥ ej za i ̸= j i ||en|| = 1 za svako n.

Primer: Posebno nam je od interesa odrediti ortonormiranu bazu za prostor neprekidnih funkcija

na [−π, π] sa skalarnim proizvodom definisanim sa ⟨f, g⟩ =
∫ b

a
f(x)g(x)dx. Mo�e se pokazati da funkcije

{ 1√
2π

, cos x√
π
, sin x√

π
, cos 2x√

π
, sin 2x√

π
, . . . , cosnx√

π
, sinnx√

π
, . . . } qine ortonormiranu bazu za prostor neprekidnih funkcija

na [−π, π] sa ovim skalarnim proizvodom.

Zaista, za m ̸= n va�i:

⟨cosmx, cosnx⟩ =
∫ π

−π

cosmx cosnx =
1

2

(∫ π

−π

cos(m+ n)xdx+

∫ π

−π

cos(m− n)xdx

)
=

1

2

(
sin(m+ n)x

m+ n

∣∣∣∣π
−π

− sin(m− n)x

m− n

∣∣∣∣π
−π

)
= 0

Za m = n dovoǉno je proveriti

∥ cosmx∥2 =

∫ π

−π

cos2 mxdx =

∫ π

−π

1 + cos 2mx

2
dx =

1

2

(∫ π

−π

1dx+
sin 2mx

2m

∣∣∣∣π
−π

)
= π ⇒ ∥ cosmx∥ =

√
π

Analogno bismo pokazali ⟨sinmx, sinnx⟩ = 0 za m ̸= n i || sinmx∥ =
√
π.

Definicija: Furijeov red funkcije f definisane na intervalu [−π, π] je

S(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

gde su {a0, a1, . . . , an, . . . , b1, b2, . . . bn, . . . } Furijeovi koeficijenti definisani na slede�i naqin:

• a0 = 1
π

∫ π

−π
f(x) dx

• an = 1
π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx za n ⩾ 1

• bn = 1
π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx za n ⩾ 1

Teorema (Dirihle): Ako je neprekidna funkcija f deo-po-deo monotona (meǌa monotonost konaqno mnogo

puta izme�u taqaka lokalnog maksimuma i minimuma) tada va�i S(x) = f(x) za sve x ∈ (−π, π).

b) [3 poena] Izraqunati Furijeove koeficijente {a0, a1, . . . , an, . . . , b1, b2, . . . bn, . . . } za funkciju f(x) = cos x
2

na intervalu [−π, π]. Napixite sve koeficijente koje uspete izraqunati.

v) [3 poena] Izraqunati sumu
∞∑

n=1

(−1)n

4n2 − 1

Nemojte zaokru�ivati brojeve na kalkulatoru!



Za uqenike koji se ranije nisu susreli sa tim pojmovima navodimo kratak uvod u integrale.

• Izvod funkcije F (x), u oznaci F ′(x), je matematiqka operacija koja predstavǉa brzinu promene

funkcije u odre�enoj taqki, tj. meri koliko se funkcija F (x) promeni kada se vrednost nezavisne

promenǉive x promeni za vrlo malu vrednost. Izvod funkcije F (x) predstavǉa pronala�eǌe nove

funkcije f(x) koja opisuje brzinu promene originalne funkcije u zavisnosti od promene vrednosti

promenǉive x, tj. f(x) = F ′(x) = dF
dx .

• Integral funkcije f(x), u oznaci
∫
f(x) dx, je matematiqka operacija koja predstavǉa suprotnost

izvodu. Integral funkcije f(x) predstavǉa pronala�eǌe nove funkcije F (x), nazvane integralna

funkcija ili primitivna funkcija, qiji je izvod jednak originalnoj funkciji, tj. F ′(x) = f(x).

• Odre�eni integral funkcije f(x), u oznaci
∫ b

a
f(x)dx, predstavǉa oznaqenu povrxinu ispod grafika

funkcije f(x) na intervalu [a, b].

• ǋutn-Lajbnicova formula Ako je funkcija f(x) neprekidna na intervalu [a, b] tada je
∫ b

a
f(x)dx =

F (x)|ba = F (b)− F (a) gde je F (x) funkcija takva da je F ′(x) = f(x).

Neka pravila za raqunaǌe izvoda i integrala:

• (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx

•
∫
sinx = − cosx+ C,

∫
cosx = sinx+ C

Neka pravila koja va�e za izvode i integrale:

Osobine izvoda Osobine integrala

(Cf(x))′ = Cf ′(x)
∫
Cf(x)dx = C

∫
f(x)dx

(f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)
∫
(f(x)± g(x))dx =

∫
f(x)dx±

∫
g(x)dx

(f(x) · g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx(

f(x)
g(x)

)′
= f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)

∫
f ′(g(x)) · g′(x)dx = f(g(x)) + C

(f(g(x)))′ = f ′(g(x))g′(x)
U prethodnom redu, funkcija g(x) je smena i pixemo

g(x) = t, dt = g′(x)dx i to zamenimo u integral
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Zadatak 5. Matematiqka analiza

Analiza je matematiqka oblast koja se bavi izuqavaǌem graniqnih procesa i beskonaqno malih veliqina.

Verovatno ste quli za pojmove kao xto su integral, izvod ili limes (graniqna vrednost). Najbitniji pojam

u analizi jeste pojam funkcije tj. preslikavaǌa sa kojim ste se susreli u sredǌoxkolskom obrazovaǌu.

U analizi uobiqajeno posmatramo kako se neka funkcija jedne realne promenǉive ponaxa u ,,okolini neke

taqke a”. Pod ,,okolinom neke taqke a” mislimo na taqke koje se nalaze na nekom (malom) rastojaǌu od taqke

a. Na primer, interval (1.95, 2.05) intuitivno mo�emo smatrati okolinom taqke 2. Me�utim, pomenuli smo

pojam rastojaǌa jedne taqke od druge taqke - u skupu realnih brojeva R je prirodno posmatrati rastojaǌe

dve taqke tj. dva broja a i b kao apsolutnu vrednost ǌihove razlike |a− b| - rastojaǌe brojeva 2 i 2.05 je

|2− 2.05| = 0.05. U skupu R2 rastojaǌe taqaka A(x, y) i B(z, t) je
√
(x− z)2 + (y − t)2.

Ovaj naqin mereǌa rastojaǌa izme�u taqaka skupa R i R2 su nam intuitivno jasna i popriliqno poznata

iz svakodnevnog �ivota. Kako u matematici uvek te�imo opxtosti tj. univerzalnosti, qesto pokuxavamo

da merimo i rastojaǌe izme�u neke dve taqke (tj. neka dva elementa) proizvoǉnog skupa X. Prenoxeǌe

intuicije o mereǌu rastojaǌa u opxtijim situacijama mo�e biti vixestruko korisno - mnoge ozbiǉnije

matematiqke teorije razvijaju se upravo grade se na metriqkim prostorima, metrika Londonske �eleznice

(engl. taxicab metric) slu�i dispeqerima da znaju koji taksi da xaǉu na adresu, ali svoje primene nalazi

i u razvijaǌu heuristika za vextaqku inteligenciju, u obradi slika koristimo metrike da procenimo

koliko se razlikuju, u teoriji relativnosti prostor-vreme se modeluje kao metriqki prostor...

Xta su onda zapravo formalno metrika i metriqki prostori?

Posmatrajmo osobine rastojaǌa
√
(x− z)2 + (y − t)2 izme�u taqaka A(x, y) i B(z, t) u R2. Va�e slede�e

osobine:

• rastojaǌe je nenegativno i jednako je 0 ako i samo ako merimo rastojaǌe neke taqke od same sebe;

• rastojaǌe od A do B je jednako rastojaǌu od B do A;

• rastojaǌe od taqke A do B je maǌe nego zbir rastojaǌa taqaka A i B od neke taqke C(p, q) u R2.

Sada mo�emo na proizvoǉnom skupu X odrediti uslove da neka funkcija d : X ×X → R bude rastojaǌe tj.

metrika (d je od engleskog distance).

Definicija: Neka je X proizvoǉan (neprazan) skup. Funkcija d : X ×X → R je metrika na skupu X ako

zadovoǉava slede�a svojstva:

1. Za sve x, y ∈ X je d(x, y) ⩾ 0 i d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y;

2. Za sve x, y ∈ X je d(x, y) = d(y, x);

3. Za sve x, y, z ∈ X je d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y).

Tada ka�emo da je (X, d) jedan metriqki prostor.



Primer: Diskretna metrika na bilo kom skupu X definisana je sa g : X × X → R sa g(x, y) = 1 ako

x ̸= y i g(x, x) = 0. Nije texko proveriti da je (X, g) zaista metriqki prostor, tj. da ovako definisano g

zadovoǉava sva 3 svojstva koja treba ispuǌavati da bi bila metrika.

Podzadatak 1 [2 poena]: Neka je Y skup svih beskonaqnih nizova realnih brojeva i neka su data pres-

likavaǌa
m : Y × Y → N, m(x, y) = {min i | xi ̸= yi} ,

d : Y × Y → R, d(x, y) =


log

(
1 + 1

m(x,y)

)
, x ̸= y,

0, x = y

.

Dokazati da je sa d zadata metrika na skupu Y . Napomena: log x = log10 x za x > 0.

Napomena: Smatramo da niz x ima elemente (x1, x2, . . . ), a niz y ima elemente (y1, y2, . . . ).

U narednim podzadacima �emo raditi sa ovim metriqkim prostorom (Y, d).

Definicija: Za niz taqaka metriqkog prostora {an}n∈N ⊆ (X, d) ka�emo da konvergira ako postoji x ∈ X

i za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za svako n ⩾ n0 va�i d (an, x) ⩽ ε. To oznaqavamo sa:

lim
n→+∞

an = x.

Podzadatak 2 [3 poena]: Da li niz (an)n∈N zadat sa

an = (1, 2, 3, . . . , n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .)

konvergira u metriqkom prostoru (Y, d)? Ukoliko konvergira, odrediti mu limes. Rexeǌe detaǉno obra-

zlo�iti.

Definicija: Neka je dat metriqki prostor (X, d). Za taqku x ∈ X i ε > 0 definixemo:

1. otvorenu kuglu sa centrom u x polupreqika ε:

B(x, ε) = {y ∈ X | d(x, y) < ε};

2. zatvorenu kuglu sa centrom u x polupreqika ε:

B[x, ε] = {y ∈ X | d(x, y) ⩽ ε};

Definicija: Podskup U metriqkog prostora (X, d) je otvoren ako za svaku taqku x ∈ U postoji εx > 0 tako

da je B(x, εx) ⊆ U , odnosno ako za svaki ǌegov element postoji neka kugla sa centrom u tom elementu koja

je cela sadr�ana u U . Familiju svih otvorenih skupova metriqkog prostora (X, d) oznaqava�emo sa Td.

Podskup F metriqkog prostora (X, d) je zatvoren ako mu je komplement otvoren.

Napomena: U prethodnoj definiciji otvorenog skupa pisali smo εx kako bismo naglasili da ono mo�e da

zavisi od taqke x tj. ne mora da bude isto za razliqite taqke.

Tvr�eǌe: Nije se texko uveriti da je proizvoǉna unija otvorenih skupova otvoren skup.

Primer: Ako je X proizvoǉan skup i g diskretna metrika na X tada je B(x, 1
2 ) = {y ∈ X | g(x, y) < 1

2} = {x}

otvorena kugla sa centrom u x polupreqika 1
2 jer je g(x, y) = 1 za x ̸= y. Primetite da odavde sledi da su

jednoqlani skupovi otvoreni u diskretnoj metrici.



Definicija: Dve metrike d1 i d2 na istom skupu X su topoloxki ekvivalentne (d1 ∼t d2) ako generixu

iste familije otvorenih skupova, odnosno ako va�i:

U ∈ Td1
⇔ U ∈ Td2

Definicija: Dve metrike d1 i d2 na istom skupu X su metriqki ekvivalentne (d1 ∼m d2) ako postoje

konstante α, β > 0 tako da za svake dve taqke x, y ∈ X va�i:

αd1(x, y) ⩽ d2(x, y) ⩽ βd1(x, y)

Tvr�eǌe. Ako su dve metrike d1 i d2 na skupu X metriqki ekvivalentne tada da su i topoloxki ekviva-

lentne.

Podzadatak 3 [4 poena]: Ispitati da li je metrika d na metriqkom prostoru (Y, d) metriqki i topoloxki

ekvivalentna sa diskretnom metrikom na skupu Y . Rexeǌe detaǉno obrazlo�iti.

Definicija: Metriqki prostor (X, d) je nepovezan ako postoje podskupovi X1, X2 ⊆ X takvi da va�i:

• X1 ∪X2 = X

• X1 ∩X2 = ∅

• X1, X2 ̸= ∅

• X1, X2 ∈ Td

tj. ako se ceo prostor mo�e predstaviti kao disjunktna unija nepraznih otvorenih skupova.

Prostor je povezan ako nije nepovezan.

Podzadatak 4 [5 poena]: Da li je metriqki prostor (Y, d) povezan? Rexeǌe detaǉno obrazlo�iti.
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Zadatak 6. Digitalni zapis podataka

Prilikom komunikacije izme�u dva ure�aja, koji mogu i ne moraju biti u okviru istog raqunarskog
sistema, mo�e do�i do nepredvi�enih grexaka. Te grexke mogu da se dogode ili na samom prenosnom putu,
ili na lokacijama gde se nalaze ure�aji koji uqestvuju u komunikaciji. Razlozi za nastanak grexaka
su razni, a najqex�i uzroci su xumovi (prouzrokovani elektromagnetnim smetǌama), fiziqka oxte�eǌa
prenosnog medijuma, preoptere�enost mre�e, i sliqno. Prenosni signal, odnosno poruka koju jedan ure�aj
xaǉe drugom, interpretira se kao niz nula i jedinica, pa se grexke prilikom prenosa manifestuju kroz
promenu vrednosti jednog ili vixe bitova.

Budu�i da je precizan prenos podataka od suxtinske va�nosti, razvijeni su razliqiti algoritmi za
detekciju grexaka. Neki od poznatijih su kontrola parnosti, kontrola zbira bloka, cikliqna provera
redundansi (CRC) i Hamingov SEC kod. Posledǌi pomenuti algoritam, Hamingov SEC kod, za razliku
od ostalih, pored otkrivaǌa postojaǌa grexke, mo�e i da izvrxi korekciju na bitu na kojem se pojavila
grexka.

U ovom delu zadatka bavi�emo se upravo tim algoritmom. Algoritam objaxǌavamo na primeru poruka
koje se sastoje od 12 bitova, gde prvih 8 bitova predstavǉa sam sadr�aj poruke, dok preostala 4 bita
predstavǉaju kontrolne bitove. Primalac, na osnovu dobijene poruke, generixe svoje kontrolne bitove i
upore�uje ih sa kontrolnim bitovima koje mu je prosledio poxiǉalac. Na osnovu toga �e zakǉuqiti da
li je doxlo do grexke na nekom bitu, i ako jeste, odraditi potrebne korekcije. Neka su bitovi poruke
oznaqeni sa m8, ...,m1, a kontrolni bitovi sa c4, ..., c1, na slede�i naqin:

m8 m7 m6 m5 m4 m3 m2 m1 c4 c3 c2 c1

Sada je potrebno formirati tablicu Hamingovih SEC kodova. U prvoj koloni su dekadni brojevi od
12 do 1, u drugoj koloni odgovaraju�i binarni ekvivalenti, zapisani pomo�u qetiri bita, a u tre�oj se
svakom broju (od 12 do 1) dodeǉuje neki od bitova m8, ...,m1, c4, ..., c1. Bitovi c4, ..., c1 se dodeǉuju onim
brojevima koji su stepeni broja dva (tj. brojevima 1, 2, 4 i 8), a na preostala mesta se dodaju bitovi
m8, ...,m1 na naqin prikazan u slede�oj tabeli:

12 1100 m8

11 1011 m7

10 1010 m6

9 1001 m5

8 1000 c4

7 0111 m4

6 0110 m3

5 0101 m2

4 0100 c3

3 0011 m1

2 0010 c2

1 0001 c1

Zatim se izraqunavaju kontrolni bitovi c′4, ..., c
′
1 preko bitova m8, ...,m1, tako xto se redom u qetvrtoj,

tre�oj, drugoj i prvoj koloni svih binarnih zapisa iz tabele u odgovaraju�u formulu ubace oni bitovi
mi qija je vrednost 1 i izvrxi se ǌihova ekskluzivna disjunkcija. Drugim reqima, va�i:

c′4 = m5 ⊕m6 ⊕m7 ⊕m8

c′3 = m2 ⊕m3 ⊕m4 ⊕m8

c′2 = m1 ⊕m3 ⊕m4 ⊕m6 ⊕m7

c′1 = m1 ⊕m2 ⊕m4 ⊕m5 ⊕m7



Konaqno, izraqunava se vrednost c4c3c2c1⊕c′4c
′
3c

′
2c

′
1, qime se dobija qetvorobitna binarna niska r4r3r2r1.

Ukoliko se ovaj broj ne nalazi u gore navedenoj tabeli, ili se pak nalazi, ali se u odgovaraju�oj vrsti
nalazi neka od vrednosti c4, ..., c1, nije doxlo do grexke. U suprotnom, dobijena vrednost upu�uje na kom
od kontrolnih bitova m8, ...,m1 je doxlo do grexke, te je tu vrednost potrebno invertovati, kako bi se
dobio taqan sadr�aj poruke.

(a) [4 poena] Primalac je dobio tri naredne dvanaestobitne poruke:
1. 010011001110
2. 010001111100
3. 010011101010
Svaka od primǉenih poruka nosi informaciju o jednom ASCII karakteru. Znaju�i da je ASCII kod

karaktera ’A’ 65, koja troslovna req je sastavǉena od karaktera koji su kodirani navedenim porukama?
a) LGN
b) LON
v) LOL
g) Nixta od navedenog
Razmotrimo sada pomenuti algoritam cikliqne provere redundansi (odnosno CRC metodu), koji, za

razliku od Hamingovog SEC koda, ne mo�e da detektuje poziciju bita na kom se dogodoila grexka, ve�
samo da ustanovi da je do iste doxlo. Primalac sada, pored kodirane poruke, dobija i polinom generator,
na osnovu kojih mo�e ili da ustanovi da je doxlo do grexke i da zatra�i ponovno slaǌe poruke, ili da
izdvoji originalnu poruku, ako se ispostavi da nije doxlo do grexke.

Polinom generator je proizvoǉan polinom qiji su koeficijenti ili 1, ili 0. Binarni zapis polinoma
generatora G(x) = anx

n+an−1x
n−1+...+a1x+a0 je binarna niska sastavǉena od koeficijenata polinoma G(x),

tj. niska anan−1...a1a0. Imaju�i ove definicije u vidu, postupak CRC metode mo�emo opisati slede�im
koracima:

1. Poxiǉalac bira proizvoǉan polinom generator. Neka je stepen izabranog polinoma n.
2. Poxiǉalac dopisuje n nula na kraj poruke koju �eli da poxaǉe (xto predstavǉa mno�eǌe poruke

sa xn).
3. Izvrxava se deǉeǌe novodobijene poruke binarnim zapisom polinoma generatora. Deǉeǌe bina-

rnih brojeva je lakxe nego deǉeǌe dekadnih, jer se umesto oduzimaǌa odgovaraju�ih cifara vrxi ǌihova
ekskluzivna disjunkcija, pa nema ni pozajmica. Vode�e nule koje se dobijaju u me�urezultatima se ignor-
ixu, a potom se spuxta onoliko cifara deǉenika koliko je neophodno da se dobije broj qija je du�ina
jednaka du�ini delioca (pod uslovom da postoji toliko cifara u deǉeniku). Prilikom ovog deǉeǌa, od
interesa je samo ostatak koji se dobija, ne i koliqnik. Primer ovakvog deǉeǌa prikazan je u nastavku:

111001100000 / 11001

11001

10111

11001

11100

11001

10100

11001

11010

11001

110

4. Poruka koja se xaǉe primaocu dobija se kada se na originalnu poruku nadove�e ostatak dobijen
prethodnim deǉeǌem. Taj ostatak je, eventualno, potrebno dopuniti vode�im nulama tako da bude zapisan
na ukupno n mesta.

5. Tako dobijena poruka se xaǉe primaocu, zajedno sa polinomom generatorom.
6. Primalac vrxi deǉeǌe primǉene poruke odgovaraju�im binarnim zapisom dobijenog polinoma

generatora, na isti naqin koji je opisan u koraku 3.
7. Ukoliko je dobijeni ostatak razliqit od 0, konstatuje se grexka u prenosu i zahteva se ponovno

slaǌe poruke. U suprotnom, poruka je ispravno primǉena, a originalni sadr�aj dobija se odbacivaǌem
posledǌih n bitova primǉene poruke.

(b) [2.5 poena] Primalac je dobio poruku 110101101110. Koji od navedenih polinoma mo�e da bude
polinom generator koji je tako�e primǉen, ukoliko je CRC algoritam ustanovio da je poruka uspexno
isporuqena?

a) G(x) = x3 + x2

b) G(x) = x5 + x+ 1
v) G(x) = x4 + x2 + x
g) nijedan od navedenih polinoma
(v) [2.5 poena] Poxiǉalac �eli da kao sadr�aj poruke poxaǉe osmobitni binarni zapis broja 215

(zapisanog u dekadnom brojnom sistemu). Za polinom generator izabrao je polinom petog stepena, kod



koga su samo dva koeficijenta jednaka 1 i koje je deǉiv polinomom R(x) = x2 − x+ 1. Oblik za slaǌe ove
poruke je:

a) 11000
b) 1101011111000
v) 100100
g) nixta od navedenog
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Zadatak 7. Maxinsko uqe�e

Klasterovaǌe je metoda maxinskog uqeǌa koja se koristi za grupisaǌe podataka u maǌe grupe, poznate
kao klasteri. Podaci unutar istog klastera imaju sliqne osobine i me�usobno su bli�i, dok su u odnosu
na podatke iz ostalih klastera razliqitiji i udaǉeniji. Ova tehnika predstavǉa nenadgledanu metodu,
xto znaqi da za podatke unapred nije poznato kojoj grupi pripadaju. Umesto toga, algoritmi klastero-
vaǌa analiziraju osobine podataka i na osnovu ǌih odluquju kojoj grupi (klasteru) pripadaju. Ciǉ je
identifikovati prirodne grupe i obrasce koji postoje u podacima, qime se omogu�ava boǉe razumevaǌe
slo�enih skupova podataka.

Algoritmi klasterovaǌa su nezamenǉiv alat u savremenoj nauci i industriji, zahvaǉuju�i sposobno-
sti da grupixu sliqne podatke i otkriju skrivene obrasce. Na primer, u biologiji se koriste za grupisaǌe
organizama na osnovu genetskih sliqnosti, dok u druxtvenim mre�ama omogu�avaju identifikaciju zajed-
nica korisnika sa zajedniqkim interesovaǌima – zamislite, na primer, grupisaǌe korisnika koji prate
iste teme ili influensere. Kada se radi o slikama, klasterovaǌe mo�e da razvrsta fotografije prema
vizuelnim sliqnostima – na primer, sve slike sa istim licima mogu biti grupisane u jedan folder, ili
slike sa iste lokacije automatski prepoznate i postavǉene zajedno. Tako�e, klasterovaǌe mo�e omogu�iti
efikasno pretra�ivaǌe ogromnih zbirki qlanaka, vesti ili kǌiga. Na primer, u velikim novinskim ar-
hivama, algoritmi mogu automatski grupisati qlanke koji govore o istim temama, kao xto su politika,
sport ili kultura, qine�i pretra�ivaǌe br�im i jednostavnijim.

DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) je popularan algoritam za klasterovaǌe
podataka zasnovan na gustini taqaka (podataka) u prostoru. ǋegova glavna ideja je da identifikuje guste
prostore taqaka kao klastere, dok taqke koje su izolovane ili se nalaze u retkim oblastima oznaqava kao
xum. Ovaj algoritam koristi dva osnovna parametra:

• r - maksimalno rastojaǌe izme�u taqaka kako bi se smatrale bliskim.

• n - minimalan potreban broj taqaka bliskih nekoj taqki x kako bi se prostor oko taqke x smatrao
klasterom.

DBSCAN se sastoji iz slede�ih koraka:

Faza oznaqavaǌa

1. Bira se taqka x iz skupa podataka koji je dostupan.

2. Za taqku x se izraqunava broj N − koliko taqaka se nalazi na rastojaǌu maǌem ili jednakom od r,
ne ubrajaju�i taqku x.

• Ukoliko va�i N >= n, taqka x qini jezgro klastera.
• Ukoliko va�i N < n, i ukoliko se x nalazi na maksimalnom rastojaǌu r od neke taqke koja qini
jezgro klastera, tada taqka x predstavǉa graniqnu taqku klastera.

• Ukoliko va�i N < n, i ukoliko se x ne nalazi na maksimalnom rastojaǌu r od neke taqke koja
qini jezgro klastera, tada taqka x predstavǉa xum (izolovanu taqku).

3. Koraci 1. i 2. se ponavǉaju dok se ne obrade sve taqke iz skupa podataka.

Faza formiraǌa klastera

Svaka taqka koja je oznaqena kao jezgro slu�i kao poqetna taqka za formiraǌe klastera. Sve taqke
koje se nalaze na rastojaǌu maǌem od r od ǌe, pripada�e istog klasteru kao i ona. Ukoliko se me�u tim
taqkama nalazi jox neka taqka jezgra, tada �e se klaster proxiriti i na taqke koje su na rastojaǌu maǌem
od r i od te taqke jezgra.

Primer. Na slici 1 mo�e se videti primer DBSCAN algoritma nad konkretnim podacima. Crnom bojom
oznaqene su taqke koje qine jezgro, sivom bojom graniqne taqke a taqke koje su nepopuǌene predstavǉaju
xum. Na levom delu slike se uoqava jedan klaster, koji je nastao nadovezivaǌem tri taqke jezgra sa
ǌihovim okolnim graniqnim taqkama. U sredixǌem delu uoqava je jox jedan odvojeni klaster, koji qini
jedna taqka jezgra sa svoje tri graniqne taqke. U gorǌem desnom uglu nalazi se xum, i on nije deo ni
jednog klastera. Zakǉuqujemo da se u podacima nalaze dva klastera, tj. dva prostora gustih taqaka koji su



razdvojeni retkim prostorom. Upravo smo uz pomo� parametara r i n definisali pojam gustine prostora.
Sa drugaqijim izborom vrednosti tih parametara, broj klastera bi bio drugaqiji, jer bi samim tim i
pojam gustine prostora bio drugaqiji. U ovom primeru su isprekidanom linijom iscrtane oblasti na
rastojaǌu r (r-okoline) od taqaka jezgra i xuma, a za parametar n je uzeta vrednost 3.

Slika 1: DBSCAN algoritam - primer

Silueta je metrika koja se koristi za procenu kvaliteta klasterovaǌa, a vrednosti siluete daju
informaciju o tome koliko su dobro odvojeni klasteri i koliko su taqke unutar klastera sliqne jedna
drugoj. Silueta se raquna za svaku taqku i daje rezultat izme�u -1 i 1, pri qemu vrednost blizu 1 oznaqava
da je taqka dobro postavǉena unutar svog klastera i daleko od drugih klastera, vrednost blizu 0 oznaqava
da je taqka na ivici izme�u dva klastera a vrednost blizu -1 oznaqava da je taqka verovatno pogrexno
dodeǉena klasteru.

s(x) =
b(x)− a(x)

max(a(x), b(x))

Gde su:

• a(x) - proseqno rastojaǌe izme�u taqke x i svih drugih taqaka unutar tog istog klastera.

• b(x) - proseqno rastojaǌe izme�u taqke x i svih drugih taqaka iz najbli�eg susednog klastera.

Vrednost siluete za ceo skup taqaka raquna se kao prosek silueta za sve taqke:

S =
1

N

N∑
i=1

s(i)

Prilikom raqunaǌa siluete, u obzir se ne uzimaju podaci koji predstavǉaju xum, tako da vrednost N
predstavǉa broj podataka koji nisu xum.

Zadatak. Zamislite da radite na projektu razvoja turizma u Republici Srbiji. Vax zadatak je da
grupixete gradove u turistiqke klastere tako da gradovi unutar istog klastera treba da budu dovoǉno
blizu kako bi mogli efikasno sara�ivati na promociji zajedniqkih atrakcija, razvoju smextajnih kapa-
citeta i organizaciji me�ugradskih tura. Za ovaj zadatak �ete upravo koristiti DBSCAN algoritam sa
parametrima r = 80km i n = 2 i matricu rastojaǌa izme�u gradova koja je navedena u tabeli 1.

(a) [2 poena] Broj klastera dobijen klasterovaǌem sa zadatim parametrima je:

a) 1 b) 2 v) 3 g) 4

(b) [2 poena] Ukoliko J predstavǉa broj gradova koji qine jezgro klastera, G broj gradova koji
predstavǉaju graniqne taqke klastera i X broj gradova koji predstavǉaju xum, tada je J+G−X:

a) 6 b) 7 v) 8 g) 9



(v) [2 poena] Zaokru�i tvrdǌu koja je taqna:

a) Pove�aǌem vrednosti parametra r, broj klastera raste.

b) Smederevo (SD) ima najboǉu vrednost siluete u odnosu na ostale gradove.

c) Taqka koja je xum u svojoj r-okolini mo�e imati taqku koja je graniqna.

d) Sve prethodne tvrdǌe su netaqne.

(g) [3 poena] Vrednost siluete za ceo skup taqaka pripada intervalu:

a) [0.5, 0.6) b) [0.6, 0.7) v) [0.7, 0.8) g) ni jedan od ponu�enih

Tabela 1: Rastoja�a izme�u gradova

BG SD JA KI KX NI UE NS PA ZR VR BB

BG 0 70 140 130 200 240 200 80 160 90 340 170

SD 70 0 100 160 150 190 230 140 110 120 290 240

JA 140 100 0 310 60 100 150 230 20 210 200 180

KI 130 160 310 0 350 400 340 100 330 50 550 330

KX 200 150 60 350 0 80 130 270 40 250 160 150

NI 240 190 100 400 80 0 250 330 90 310 120 270

UE 200 230 150 340 130 250 0 250 170 270 290 30

NS 80 140 230 100 270 330 250 0 260 60 450 230

PA 160 110 20 330 40 90 170 260 0 240 180 190

ZR 90 120 210 50 250 310 270 60 240 0 430 285

VR 340 290 200 550 160 120 290 450 180 430 0 300

BB 170 240 180 330 150 270 30 230 190 285 300 0
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Zadatak 8. Algoritmi i strukture podataka

Veliki broj problema sa kojim se susre�emo je induktivne prirode, i u ǌihovom rexavaǌu se javǉaju
rekurzivne funkcije, to jest funkcije koje pozivaju same sebe. U mnogim sluqajevima se dexava da tokom
izvrxavaǌa rekurzivne funkcije dolazi do preklapaǌa rekurzivnih poziva tj. da se identiqni rekurzivni
pozivi (rekurzivni pozivi sa identiqnim parametrima) izvrxavaju vixe puta. Ako se to dexava qesto,
programi su po pravilu veoma neefikasni (u mnogim sluqajevima broj rekurzivnih poziva, pa samim tim i
slo�enost biva eksponencijalna u odnosu na veliqinu ulaza). Do efikasnijeg rexeǌa se qesto mo�e do�i
tehnikom dinamiqkog programiraǌa. Ono qesto vremensku efikasnost popravǉa anga�ovaǌem dodatne
memorije u kojoj se bele�e rezultati izvrxenih rekurzivnih poziva. Dinamiqko programiraǌe dolazi u
dva oblika.

• Tehnika memoizacije ili dinamiqkog programiraǌa nani�e zadr�ava rekurzivnu definiciju ali
u dodatnoj strukturi podataka (najqex�e nizu ili matrici, re�e mapi tj. reqniku) bele�i sve
rezultate rekurzivnih poziva, da bih ih u narednim pozivima u kojima su parametri isti samo
oqitala iz te strukture.

• Tehnika dinamiqkog programiraǌa navixe u potpunosti uklaǌa rekurziju i tu pomo�nu strukturu
podataka popuǌava iscrpno u nekom sistematiqnom redosledu. Dakle, rekurzivna konstrukcija se
zameǌuje induktivnom, tj. iterativnom.

Dok se kod memoizacije mo�e desiti da se rekurzivna funkcija ne poziva za neke vrednosti parametara,
kod dinamiqkog programiraǌa navixe se izraqunavaju vrednosti funkcije za sve mogu�e vrednosti ǌenih
parametara maǌih od vrednosti koja se zapravo tra�i u zadatku. Iako se na osnovu ovoga mo�e pomisliti
da je memoizacija efikasnija tehnika, u praksi je qex�i sluqaj da je tokom odmotavaǌa rekurzije potrebno
izraqunati vrednost rekurzivne funkcije za bax veliki broj razliqitih parametara, tako da se ove
prednosti memoizaicije u praksi retko sre�e.

Primer. Najboǉi naqin da razjasnimo tehniku dinamiqkog programiraǌa je da je ilustrujemo na
pogodno odabranom primeru. Za to �emo koristiti Fibonaqijev niz, koji je opxte poznati problem i kroz
qije se rexavaǌe mogu ilustrovati ve�ina osnovnih koncepata dinamiqkog programiraǌa.

Osnovno rekurzivno rexeǌe Implementaciju mo�emo napraviti rekurzivno, direktno iz definicije
(za n = 0 i n = 1 funkcija vra�a 1, a u suprotnom vra�a zbir rekurentnih poziva za n− 1 i n− 2).

Neefikasnost ovakve implementacije se mo�e videti u tome xto se rekurzivni pozivi za iste vrednosti
vrxe vixe puta. Zato �emo videti kako dinamiqkim programiraǌem mo�emo do�i do efikasnije imple-
mentacije.

Memoizacija uz korix�eǌe statiqkog niza Prva mogu�nost je da primenimo memoizaciju. Rezultate
rekurzivnih poziva �emo pamtiti u nekoj pomo�noj strukturi (u ovom sluqaju, statiqkom nizu), i onda
�emo na poqetku svakog rekurzivnog poziva proveravati da li je rezltat za teku�u vrednost ve� izraqunat.
Poxto moramo nekako obele�iti vredost u nizu koja jox nije raqunata, to radimo pomo�u neke specijalne
vrednosti, u ovom sluqaju, kako su svi fibonaqijevi brojevi pozitivni, biramo −1/



Dinamiqko programiraǌe navixe Druga mogu�nost je da primenimo dinamiqko programiraǌe nav-
ixe. Tehnika dinamiqkog programiraǌa navixe podrazumeva uklaǌaǌe rekurzije (ona je podlo�na mnogim
tehniqkim ograniqeǌima) i da se sve vrednosti u nizu popune nekim redosledom. Poxto vrednosti na
vixim pozicija zavise od vrednosti na ni�im, to radimo sa leva na desno. Prvo popuǌavamo prva dva
elementa (bazne sluqajeve) pa ostale popuǌavamo u petǉi na osnovu prethodne dve.

U ovom zadatku treba da dopisete odgovore na liniju. Negativne poene ne mo�ete da dobijete.

Zadatak. Date su vrednosti n (n ≤ 100) razliqitih novqi�a. Na�i najmaǌi broj novqi�a potreban da
se dobije ukupna suma s (s ≤ 1000).

(a) [4 poena] Dopuniti praznine u kodu slede�eg rekurzivnog rexeǌa ovog zadatka:



Odgovor:
1.
2.

(b)[5 poena] Dopuniti praznine u kodu rexeǌa koje koristi dinamiqko programiraǌe navixe:

Odgovor: 1.
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Zadatak 9. Leksiqka analiza

Programski jezici, poput prirodnih jezika, imaju sintaksu i semantiku. U prirodnom jeziku, sin-
taksa odre�uje pravila za slagaǌe reqi u reqenice (npr. redosled reqi), dok semantika odre�uje znaqeǌe
tih reqenica. Sliqno, u programiraǌu, sintaksa su pravila koja odre�uju kako se pixu izrazi i komande,
dok semantika odre�uje xta ti izrazi i komande znaqe i kako �e raqunar reagovati na ǌih. Regularni
izrazi u programskim jezicima bave se proverom sintakse programskog jezika.

Pravila regularnih izraza

• [abcde] - U regularnom izrazu se mo�e pojaviti slovo a, b, c, d ili e.

• [a− zA− Z] - U regularnom izrazu se mo�e pojaviti bilo koje latiniqno slovo.

• [0− 9] - U regularnom izrazu se mo�e pojaviti bilo koja cifra.

• [a− zA− Z0− 9 ] - Oznaqava bilo koji znak koji mo�e biti slovo, broj ili doǌa crta.

• + - Oznaqava ”jedan ili vixe prethodnih znakova”. Na primer, [0 − 9]+ znaqi da se mo�e pojaviti
bilo koja kombinacija cifara (npr. 1, 123, 01234, itd.).

• * - Oznaqava ”nula ili vixe prethodnih znakova”. Na primer, [0-9]* znaqi da se mo�e pojaviti bilo
koja kombinacija cifara (npr. 1, 123, 01234), kao i prazna req (req bez ijednog karaktera).

• . - Oznaka za bilo koji karakter (osim kraja linije).

• \s - Oznaka za bilo koji razmak (space, tab, novi red).

• | - Oznaka za ili.(a|b oznaqava da req mo�e da bude a ili b).

• ? - Oznaqava da je prethodni element opcion, tj. mo�e se pojaviti nula ili jedan put. Na primer,
za regularni izraz ba? reqi koje bi bile prihva�ene su ba i b, jer a mo�e a i ne mora da se pojavi u
reqi.

Specijalni karakteri

Neki karakteri u regularnim izrazima imaju specijalno znaqeǌe, pa ih ne mo�emo koristiti tek tako. Na
primer, ukoliko �elimo da napixemo regularni izraz za decimalni broj, slede�i zapis bi bio pogrexan:

[0− 9] + .[0− 9]+

Razlog je xto simbol . ima specijalno znaqeǌe u regularim izrazima i oznaqava ”bilo koji karakter”.
Tako bi ovaj izraz, pored decimalnog broja kao xto je 123.456, prihvatio i niz kao xto je 123m456.

Da bismo oduzeli simbolima ǌihovo specijalno znaqeǌe, koristimo simbol \. Pravilno napisan
regularni izraz za decimalne brojeve bi bio:

[0− 9]+\.[0− 9]+

Specijalni karakteri u regularnim izrazima

Spisak najqex�e korix�enih specijalnih karaktera: ., ∗,+, ?, {, },, $, (, ), [, ]



Primer regularnog izraza za ilustraciju

Primer 1: Regularni izraz: [ab]∗
Ovo znaqi:

• U reqi se mogu pojavǉivati slova a ili b a i b ([ab]).

• Mo�ex imati nula ili vixe ponavǉaǌa (*).

Xta ne bi bilo prihva�eno ovim regularnim izrazom: abc, abd...
Xta bi bilo prihva�eno: prazna req, aaabbb, ababa, bbb, aaa...

Primer 2: Regularni izraz: (ab)∗
Ovo znaqi:

• Dozvoli req ab.

• Mo�ex imati nula ili vixe ponavǉaǌa reqi (*).

Xta ne bi bilo prihva�eno ovim regularnim izrazom: aaa, bbbb, abaa
Xta bi bilo prihva�eno: prazna req, ab, abab, abab...

Primer 3: Regularni izraz: \s ∗ primer

Ovo znaqi:

• \s znaqi da je ispred belina.

• \s* znaqi da mo�e da ima nula ili vixe belina.

Xta ne bi bilo prihva�eno ovim regularnim izrazom: prazna req, nestoprimer
Xta bi bilo prihva�eno: primer, primer, primer (obratiti pa�ǌu na beline)

Zadatak - Naredba dodele u programskom jeziku C

Naredba dodele u jeziku C omogu�ava da se vrednost nekog izraza dodeli promenǉivoj. Ova naredba je
osnovni naqin za quvaǌe i manipulaciju podacima u programu.

Naredba dodele u jeziku C ima slede�u strukturu:

• Na poqetku se nalazi ime promenǉive(proqitati ispod kako napisati regularni izraz za naredbu
dodele).

• Ispred i iza imena promenǉive mogu se na�i beline.

• Nakon toga sledi znak jednakosti (=). Ispred i iza znaka jednakosti mogu se nalaziti beline

• Iza znaka jednakosti, zbog jednostavnosti, mo�emo pretpostaviti slede�e:

– Mo�e stajati brojna konstanta

– Mo�e stajati promenǉiva

– Mo�e stajati samo jedan zbir ili proizvod brojih konstanti ili imena promenǉivih (zbog
jednostavnosti zadatka)

• Na kraju naredbe dodele mora stajati ”; ”

Primeri validnih naredbi dodele:

• x = 5;

• counter = value+ 1;

• number = 3 + 1;

• counter = value;

Primeri nevalidnih naredbi dodele:

• 5x = 10; (ime promenǉive ne mo�e poqiǌati brojem)



• x =; (nedostaje izraz sa desne strane)

• result = a+ b (nedostaje taqka-zapeta na kraju)

• result = a ∗ b+ c;(zbir od 3 sabirka)

• result?5;(umesto znaka jednakosti nedozvoǉen karakter)

Da bi ime promenǉive bilo validno, mora da zadovoǉava slede�a pravila:

• Mo�e sadr�ati samo slova (mala i velika), brojeve i doǌu crtu ( ).

• Mora poqiǌati slovom ili doǌom crtom, ali ne brojem.

• Ne sme sadr�avati specijalne znakove kao xto su @, %, # - itd.

Primeri validnih imena promenǉivih u C jeziku:

• x

• broj 1

• privatna

• temp2

Primeri nevalidnih imena promenǉivih:

• 3broj (poqiǌe brojem)

• nijeTacnaPromenljiva (poqiǌe sa dve doǌe crte)

• 123netacno (poqiǌe brojem)

• ime− varijable (sadr�i crtu -)

• @ovonijepromenljiva (sadr�i znak @)

Napomena o rezervisanim reqima:
Regularni izraz sam po sebi ne mo�e prepoznati rezervisane reqi u jeziku C. Ovo znaqi da bi, na

primer, req int bila validna prema regularnom izrazu, ali dodatna provera semantiqke ispravnosti
(npr. pore�eǌe sa listom kǉuqnih reqi) mora biti izvedena u programu koji koristi ovaj regularni
izraz. Tokom izrade zadataka dozvoǉeno je da regularni izraz prihvata kǉuqne reqi programskog jezika
C (int, void...).

(a) [4 poena] Napisati regularni izraz koji prepoznaje naredbu dodele C programskog jezika. :

Zadatak - #include direktive u jeziku C

#include direktiva u jeziku C koristi se za ukǉuqivaǌe spoǉnog koda u program. Ona omogu�ava povezivaǌe
sa spoǉnim fajlovima, kao xto su:

Standardne biblioteke (npr. stdio.h, stdlib.h) koje pru�aju funkcije za ulaz/izlaz, matematiqke op-
eracije i druge osnovne funkcionalnosti.

Korisniqki header fajlovi (npr. ”mylib.h”) koji mogu sadr�avati definicije funkcija, struktura,
konstanti, itd., koje koristix u svom projektu.

Da bi neka req bila #include direktiva, mora da poxtuje slede�a pravila:

• Biblioteke sa <> sintaksom (npr. #include < stdio.h >).

• Biblioteke sa ”” sintaksom (npr. #include”myheader.h”).

• Ime bilioteke mo�e biti sastavǉeno iskǉuqivo od slova.

• Na kraju imena biblioteke mora postojati ”.h” ekstenzija.



• Beline se mogu na�i pre i posle kǉuqne reqi #include.

Primeri validnih direktiva:

• #include < stdio.h >

• #include”utils.h”

• #include < math.h >

• #include”myheader.h”

• #include < lib.h >

Primeri nevalidnih direktiva:

• #include < stdio > // fali ekstenzija .h

• #include”utils” // fali ekstenzija .h

• #include < 123file.h > // ime fajla ne mo�e poqeti brojem

• #include”my − header.h” // sadr�i crtu - u imenu biblioteke

• #include < stdio.h > // ako nije bax u obliku «...» ili ”... ”, ve� npr. ima neki razmak ili drugi
karakter

• #include”myheader.hh” // ne odgovara jer ekstenzija nije .h

• nesto < stdio.h > // ne poqiǌe sa #include, i potencijalnim belinama

(b) [2 poena] Koji od slede�ih regularnih izraza prepoznaje sve oblike #include direktiva u C kodu

Rexeǌe

a) \s ∗#include\s ∗ ((< [a− zA− Z]+\.h >)|(”[a− zA− Z]+\.h”))

b) \s ∗#include\s ∗ [< ”]([a− zA− Z]+\.h)[> ”]

c) \s ∗#include\s ∗ [< ”]([a− zA− Z]∗\.h)[> ”]

d) nixta od navedenog

Zadatak - Komentari u jeziku C

Komentari u jeziku C koriste se za objaxǌavaǌe koda i olakxavaǌe qitaǌa programa. Komentari se
ignorixu tokom kompilacije, pa ne utiqu na izvrxavaǌe programa. Jednolinijski komentar je u formi
takav da na poqetku ima dve kose crte // pa zatim sledi niz karaktera, i komentar se zavrxava karakterom
novog reda.Komentar tako�e mo�e biti i prazna linija (nakon crta koje oznaqavaju poqetak komentara ob-
lika ”//”).

// Ovo je komentar

/Ovo nije komentar jer nema dve kose crte na pocetku komentara

// Ovo nije jednolinijski komentar
jer se nalazi na vise linija

(v) [3 poena] Napixi regularni izraz koji prepoznaje jednolinijski komentar u jeziku C.

Rexeǌe
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Zadatak 10. Vextaqka inteligencija

Graf je struktura koja se sastoji od skupa qvorova i grana
koje povezuju te qvorove. Formalno, graf se definixe kao
G = (V,E), gde je:

• V skup qvorova,

• E skup grana koje povezuju parove qvorova.

Grafovi mogu biti usmereni (grane imaju smer) ili
neusmereni (grane nemaju smer). Tako�e, grafovi mogu biti
te�inski ili nete�inski:

• U te�inskim grafovima svakoj grani je pridru�ena
odre�ena te�ina (npr. udaǉenost, vreme, troxak...).

• U nete�inskim grafovima sve grane imaju jednaku
te�inu.

Grafovi su korisni u mnogim svakodnevnim situacijama, poput planiraǌa puteva u navigacionim ap-
likacijama, optimizacije mre�a u telekomunikacijama i analize druxtvenih odnosa na platformama poput
Facebook-a. Tako�e se koriste u logistici za planiraǌe ruta isporuke i u analizi podataka za povezi-
vaǌe slo�enih sistema. ǋihova primena omogu�ava efikasnije donoxeǌe odluka i rexavaǌe slo�enih
problema.

Problemi na grafovima qesto ukǉuquju pronala�eǌe odre�enih putaǌa, kao xto je najkra�a putaǌa
izme�u dva qvora. Jedan od najefikasnijih algoritama za ovaj zadatak i ujedno jedan od najva�nijih al-
goritama vextaqke inteligencije je algoritam A* (A zvezda). Algoritam A* koristi heuristike (procene
koje vode pretragu ka ciǉu na osnovu pribli�nih, ali informativnih podataka o mogu�em rastojaǌu
ili troxkovima) kako bi usmerio pretragu ka ciǉu, ispuǌavaju�i, pri odre�enim uslovima, dva va�na
svojstva:

• Potpunost – algoritam �e uvek prona�i rexeǌe ako ono postoji.

• Optimalnost – algoritam garantuje rexeǌe sa najmaǌom cenom (npr. minimalna udaǉenost, najni�i
troxak itd.). Optimalno rexeǌe ne mora uvek biti jedinstveno!

Algoritam A* je varijanta algoritma ”Prvo najboǉi“, koja daje prednost qvorovima sa najboǉom ocenom.
Funkcija evaluacije f (funkcija koja oceǌuje kvalitet staǌa) u ovom algoritmu ima slede�u formu:

f(n) = g(n) + h(n),

gde je:

• g(n): trenutno poznata cena puta od poqetnog qvora do qvora n,

• h(n): proceǌena (heuristiqka) cena najjeftinijeg puta od n do ciǉnog qvora.

Dok se pretraga odvija:

• Vrednost g(n) se a�urira kako algoritam otkriva nove i jeftinije puteve.

• Vrednost h(n) ostaje nepromeǌena, jer predstavǉa procenu zasnovanu na unapred odre�enoj heuris-
tici.

Odabir dobre heuristike je presudan za efikasnost algoritma!
Osnovni pojmovi algoritma A*:

• Zatvorena lista – lista pose�enih qvorova za koje su sigurno ve� pose�eni svi susedi (odnosno sva
neposredno dostupna staǌa).

• Otvorena lista – lista pose�enih qvorova za koje mo�da nisu pose�eni svi ǌihovi susedi.

• Roditeǉski qvor – predstavǉa qvor iz kojeg se dolazi do trenutnog qvora.



OPIS ALGORITMA A*

Ulaz: Graf G, polazni qvor, ciǉni qvor i heuristiqka funkcija h.
Izlaz: Put od polaznog do ciǉnog qvora ili neuspeh.

• Inicijalizuj:

– Otvorenu listu sa polaznim qvorom.

– Zatvorenu listu kao praznu.

• Dokle god ima qvorova u otvorenoj listi:

– Izaberi qvor n iz otvorene liste sa najboǉom ocenom f(n).

– Ako je n ciǉni qvor:

∗ Vrati najkra�i put rekonstruixu�i ga unazad od n do polaznog qvora.

– Za svakog suseda m qvora n:

∗ Ako m nije ni u otvorenoj ni u zatvorenoj listi:
· Dodaj m u otvorenu listu.
· Oznaqi n kao roditeǉa qvora m.
· Izraqunaj g(m) i f(m) i pridru�i ih qvoru m.

∗ Inaqe (ako m ve� pripada nekoj listi), ali je put preko n jeftiniji:
· Promeni informaciju o roditeǉu qvora m na n.
· A�uriraj vrednosti g(m) i f(m).
· Ako je m u zatvorenoj listi, prebacuj ga u otvorenu.

– Izbaci n iz otvorene liste i ubaci n u zatvorenu listu.

• Ako je otvorena lista prazna, a ciǉ nije dostignut, zakǉuqi da rexeǌe ne postoji.

a) [7 poena] Pretpostavimo da planirate put od Beograda do Baǌaluke, ali zbog brojnih vremen-
skih nepogoda morate da uzmete heuristiqke procene sa sajta ministarstva saobra�aja i trgovine
kako biste prilagodili plan puta trenutnim uslovima. Ukoliko su date udaǉenosti izme�u putem
povezanih gradova, kao i heuristiqka procena udaǉenosti datih gradova do Baǌaluke, odredi:
Put od Beograda do Baǌaluke
Redosled dodavaǌa gradova u zatvorenu listu.

Gradovi: Beograd (BG), Novi Sad (NS), Sremska Mitrovica (SM), Xabac (SA), Loznica (LO),
Bijeǉina (BI), Doboj (DO), Tuzla (TU), Baǌaluka (BL).

Graf
Qvorovi Udaǉenost

BG ↔ NS 101

BG ↔ SM 77

BG ↔ XA 88

XA ↔ LO 54

LO ↔ BI 34

LO ↔ TU 73

TU ↔ BL 164

SM ↔ BI 53

BI ↔ DO 121

DO ↔ BL 94

Heuristiqke procene do Baǌaluke
Grad Heuristiqka procena

BG 350

NS 270

SM 250

XA 210

LO 180

BI 150

DO 100

TU 200

BL 0



HEURISTIKA
Dopustiva heuristika - heuristika (h) koja nikada ne preceǌuje stvarno rastojaǌe izme�u teku�eg

qvora i ciǉnog qvora, odnosno za svaki qvor va�i:

h(n) ≤ h∗(n),

gde je h∗(n) optimalna heuristika (cena najkra�eg puta od qvora n do ciǉnog qvora).
Ukoliko se u algoritmu A* koristi dopustiva heuristika, ako je prona�en put do ciǉnog qvora, onda

je on sigurno optimalan.
Konzistentna heuristika - heuristika (h) je konzistentna ako ima vrednost 0 za ciǉni qvor i za bilo

koja dva susedna qvora n i m va�i:
c(n,m) + h(m) ≥ h(n),

gde je c(n,m) cena pridru�ene (usmerene ili neusmerene) grani (n,m).
Ako je heuristika konzistentna, onda je ona i dopustiva heuristika.
Ako se u algoritmu A* koristi konzistentna heuristika h, onda:

• ako je prona�en put do ciǉnog qvora, onda je on sigurno optimalan,

• za qvorove dostupne iz teku�eg qvora koji su ve� u zatvorenoj listi, ne treba se proveravati da li
ǌihova vrednost g mo�e da se a�urira.

b) [5 poena] Qesto se kao heuristiqka procena udaǉenosti 2 grada koristi vazduxna udaǉenost,
jer je sigurno maǌa od stvarnog puta i time obezbe�uje svojstvo optimalnosti, dok je konzistentnost
zadovoǉena iz nejednakosti trougla (jer je zbir dve stranice trougla uvek ve�i od tre�e). Pod
pretpostavkom da su slede�e heuristiqke vrednosti zapravo vazduxne udaǉenosti izme�u gradova
i Baǌaluke, odredi novi redosled dodavaǌa gradova u zatvorenu listu.

Grad Heuristiqka udaǉenost (km)
BG 258

NS 215

SM 187

XA 198

LO 164

BI 160

DO 71

TU 120



DAJKSTRA

Algoritam Dajkstra se koristi za pronala�eǌe najkra�eg puta u te�inskim grafovima - grafovima
gde ivice imaju razliqite te�ine, tj. predstavǉaju udaǉenosti, cene, ili bilo koji drugi parametar
koji mo�e biti predstavǉen kao broj. Da bi algoritam funkcionisao, va�no je da sve te�ine ivica budu
nenegativne!

Rad Dajkstre se zasniva na slede�im koracima:

1. Inicijalizacija: Za svaki qvor u grafu postavi udaǉenost na beskonaqnost, osim za poqetni qvor
koji ima udaǉenost 0.

2. Izbor qvora: Poqni od poqetnog qvora i izaberi qvor sa najmaǌom udaǉenox�u koji nije jox
obra�en.

3. A�uriraǌe udaǉenosti: Za svakog suseda izabranog qvora izraqunaj udaǉenost do ǌega kroz
trenutni qvor. Ako je ta udaǉenost maǌa od trenutne udaǉenosti tog suseda, a�uriraj udaǉenost.

4. Ponavǉaǌe: Ponovi korake 2 i 3 za sve qvorove dok ne obradix sve qvorove ili ne na�ex najkra�i
put do ciǉa.

v) [2 poena] Koliko treba da iznosi heuristiqka funkcija od bilo kog qvora do ciǉnog qvora
kako bi se algoritam A* ponaxao kao Dajkstra?


