
Finalno takmiqe�e

A kategorija

HSAlgorithm 2024

Rexe�a zadataka

Matematika

1. (a) Imamo da je d1 rastojaǌe koje se realizuje po velikom krugu te sfere. Jednako je qetvrtini
ǌegovog obima, tj. d1 =

π

2
. Vrednost d2 raqunamo kao tre�inu obima opisanog kruga oko trougla

ABC, xto je d2 =
2
√
6π

9
. Dakle, d2 − d1 =

2
√
6π

9
− π

2
[4 poena]

(b) Lako dobijamo γ = P − α − β − π =
π

6
. Sada, primenom dualne kosinusne teoreme (u svakoj od

jednaqina je po jedna nepoznata - du�ina stranice) dobijamo O = a+b+c = arccos
2−

√
3√

3
+arccos

√
3− 2√
3

+

arccos
2
√
3− 1

3
[5 poena]

2. (a) [4 poena] b)
1

4
; (b) [4 poena] b)

13

25
; (v) [1 poen] a)

13

25
.

3. Rexeǌe zadatka 1:

a) Stab(2) =


a 2− 2a

0 1

 ∣∣∣∣∣∣ a ∈ R, a ̸= 0


b) Fix

−2 3

0 1

 = {1}

Rexeǌe zadatka 2:

1

5

(
n5 + 4n

)
.

Rexeǌe zadatka 3:

1

16

(
n8 + 4n5 + 5n4 + 2n2 + 4n

)
.

4. (a) Podsetimo se da radimo sa skalarnim proizvodom (x1, x2, x3) ◦ (y1, y2, y3) = 2x1y1 + 2x2y2 + 2x3y3 −
x1y2 − x2y1 − x2y3 − x3y2.

U skup svih rexeǌa jednaqine x− 2y + 3z = 0 u skupu realnih brojeva tj. svih trojki (x, y, z) takvih
da vredi x = 2y − 3z odnosno vredi:

U = {(2α− 3β, α, β)|α, β ∈ R} = {α(2, 1, 0) + β(−3, 0, 1)|α, β ∈ R}

Prema teoremi o ortogonalnoj projekciji je (0, 1, 4) = v = v + v′ gde v ∈ U, v′ ∈ U⊥ odnosno v se mo�e
zapisati kao v = αu1 + βu2 gde je u1 = (2, 1, 0), u2 = (−3, 0, 1). Sada imamo v = αu1 + βu2 + v′. Mno�e�i
ovu jednakost redom skalarno sa u1 i u2 imamo:

⟨v, u1⟩ = ⟨u1, u1⟩+ ⟨u2, u1⟩+ ⟨v′, u1⟩

⟨v, u2⟩ = ⟨u1, u2⟩+ ⟨u2, u2⟩+ ⟨v′, u2⟩

Zbog u1, u2 ∈ U, v′ ∈ U⊥ imamo da vredi ⟨v′, u1⟩ = 0, ⟨v′, u2⟩ = 0. Daǉe raqunamo:

⟨v, u1⟩ = ⟨(0, 1, 4), (2, 1, 0)⟩ = 2− 2− 4 = −4

⟨u1, u1⟩ = ⟨(2, 1, 0), (2, 1, 0)⟩ = 8 + 2− 2− 2 = 6



⟨u1, u2⟩ = ⟨(2, 1, 0), (−3, 0, 1)⟩ = −12 + 3− 1 = −10

⟨v, u2⟩ = ⟨(0, 1, 4), (−3, 0, 1)⟩ = 8 + 3− 1 = 10

⟨u2, u2⟩ = ⟨(−3, 0, 1), (−3, 0, 1)⟩ = 18 + 2 = 20

Sada imamo jednakosti:
−4 = 6α− 10β =⇒ −2 = 3α− 5β

10 = −10α+ 20β =⇒ 1 = −α+ 2β

odakle je α = β = 1 odnosno v = u1 + u2 = (2, 1, 0) + (−3, 0, 1) = (−1, 1, 1)

Konaqno je d(v, U) = ||v − v|| = ||(0, 1, 4)− (−1, 1, 1)|| = ||(1, 0, 3)|| =
√

⟨(1, 0, 3), (1, 0, 3)⟩ =
√
20 [3 poena]

(b) Kako odre�eni integral meri oznaqenu povrxinu i kako je f(x) = cos x
2 parna funkcija na inter-

valu [−π, π] to je funkcija cos x
2 sinnx neparna na intervalu [−π, π] pa vredi bn = 1

π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx = 0

za sve n ⩾ 1. [0.5 poena]

a0 = 1
π

∫ π

−π
cos x

2dx = 2
π

∫ π

0
cos x

2dx = 4
π sin x

2

∣∣π
0
= 4

π [0.5 poena]

an =
1

π

∫ π

−π

cos
x

2
cosnx dx =

1

2π

(∫ π

−π

cos (n+
1

2
)x dx+

∫ π

−π

cos (n− 1

2
)x dx

)
=

1

π

(
sin
(
n+ 1

2

)
x

n+ 1
2

∣∣∣∣∣
π

0

+
sin
(
n− 1

2

)
x

n− 1
2

∣∣∣∣∣
π

0

)

=
1

π

(
2

2n+ 1
sin (nπ +

π

2
) +

2

2n− 1
sin (nπ − π

2
)

)
.

=
2

π

(
1

2n+ 1
(−1)n − 1

2n− 1
(−1)n

)
= (−1)n · 2

π
·
(

1

2n+ 1
− 1

2n− 1

)
=

(−1)n · (−4)

(4n2 − 1)π

[2 poena]

(v) Funkcija f(x) = cos x
2 je neprekidna i deo po deo monotona na intervalu [−π, π], pa za svako

x ∈ (−π, π) va�i f(x) = S(x) tj.

cos
x

2
=

2

π
− 4

π

∞∑
n=1

(−1)n

4n2 − 1
cosnx

Uvrxtavaju�i x = 0 dobijamo
∞∑

n=1

(−1)n

4n2 − 1
=

1

2
− π

4
. [3 poena]

5. Podzadatak 1 [2 poena]: Jasno je da d definisano sa

d : Y × Y → R, d(x, y) =

 log
(
1 + 1

m(x,y)

)
, x ̸= y,

0, x = y
.

zadovoǉava prve dve osobine iz definicije metrike tj. za sve x, y ∈ Y je d(x, y) ⩾ 0 zbog osobina
logaritamske funkcije, d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y i za sve x, y ∈ Y je d(x, y) = d(y, x) trivijalno na osnovu
definicije d.

Ostaje proveriti da za sve x, y, z ∈ Y va�i d(x, y) ⩽ d(x, z) + d(z, y). Neka je x = (x1, x2, . . . ), y =
(y1, y2, . . . ), z = (z1, z2, . . . ). Ako su neka od ova tri niza ista ova nejednakost je trivijalno taqna.
Pretpostavimo nadaǉe da su x, y, z ∈ Y me�usobno razliqiti.

Neka je m(x, z) = k,m(y, z) = l i neka je bez gubitka opxstosti k ⩽ l. Tada su nizovi x i z isti na
prvih k − 1 mesta, a nizovi y isti na prvih l − 1 mesta pa je sigurno m(x, y) ⩾ k jer odatle zbog k
sledi da su i nizovi x i y isti na prvih k − 1 mesta. Odavde je d(x, y) = log (1 + 1

m(x,y) ⩽ log (1 + 1
k ) =

1 + log ( 1
m(x,z) ) = d(x, z) jer je logaritamska funkcija rastu�a odakle sledi tra�ena nejednakost.

Podzadatak 2 [3 poena]: Tvrdimo da niz (an)n∈N zadat sa

an = (1, 2, 3, . . . , n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, 0, . . .)



konvergira u metriqkom prostoru (Y, d) konvergira ka nizu prirodnih brojeva (nazovimo ga b) tj.
nizu bn = n.

Formalno, trebamo pokazati da za svako ε > 0 postoji n0 ∈ N tako da za svako n ⩾ n0 va�i d (an, b) ⩽ ε.
Intuitivno vidimo da nam je zaista dovoǉno samo odabrati n0 da bude dovoǉno veliko da se svi
preostali qlanovi niza an na dovoǉno poqetnih mesta poklapaju sa nizom prirodnih brojeva.

Primetimo da za svako n ⩾ n0 va�i m(an, b) ⩾ n0+1 pa je dovoǉno uzeti n0 takvo da va�i log (1 + 1
n0+1 ) ⩽

ε.

Podzadatak 3 [4 poena]: Doka�imo prvo da metrika d nije topoloxki ekvivalentna diskretnoj me-
trici odakle �e odmah slediti da nije ni metriqki ekvivalentna diskretnoj metrici jer ako su dve
metrike metriqki ekvivalentne onda moraju biti i topoloxki prema navedenom jednom od pomo�nih
tvr�eǌa u postavci zadatka (probajte ovo dokazati za ve�bu, nije texko).

Kao xto smo i konstatovali u primeru kod uvo�eǌa pojma otvorenih skupova u diskretnoj metrici su
jednoqlani skupovi otvoreni. Me�utim, u naxoj metrici d jednoqlani skupovi nisu otvoreni. Nije
texko formalno pokazati da za svaki niz x ∈ Y i svako ε > 0 kugla B(x, ε) sadr�i jox neki element
osim x odakle sledi da nije cela sadr�ana u skupu {x}. Dovoǉno je samo da za fiksirano ε > 0
konstruixemo niz x′ ̸= q takav da je 0 < d(x, x′) < ε odnosno da se x i x′ poklapaju na prvih k mesta
gde je k dovoǉno veliko (konkretno �elimo log (1 + 1

k+1) < ε), a da se razlikuju na (k + 1)-vom mestu.

Podzadatak 4 [5 poena]: Metriqki prostor (Y, d) nije povezan. Mo�emo ga na vixe naqina predsta-
viti kao uniju dva disjunktna otvorena skupa. Jedan od po nama najprirodnijih je slede�i...

Posmatrajmo skupove Y1-skup svih nizova kod kojih je prvi qlan jednak 1, Y2-skup svih nizova kod
kojih je prvi qlan razliqit od 1. Jasno je da su Y1, Y2 disjunktni, oba neprazni i da u uniji daju
celo Y . Ostaje jox dokazati da su oba otvoreni.

Ako se dva niza x, y razlikuju na prvom qlanu tada je m(x, y) = 1 pa je d(x, y) = log 2. Dakle, za ε < log 2
u B(x, ε) se mogu nalaziti samo oni nizovi koji imaju isti prvi qlan kao i niz x (naravno zavisi
od toga koliko je taqno malo ε koji od tih nizova su unutar kugle). Odavde sledi da za x ∈ Y1 je
B(x, ε) za ε < log 2 cela sadr�ana u Y1 jer se svi nizovi iz Y2 razlikuju od x na prvom qlanu odakle
zakǉuqujemo da je Y1 otvoren. Analogno bismo zakǉuqili i da je Y2 otvoren.



Informatika - A kategorija

Redni broj zadatka taqan odgovor (odgovori idu redom, prvo pod (a) pa pod (b) itd.) Broj poena

6.

v)

v)

b)

4

2.5

2.5

7.

b)

a)

v)

b)

2

2

2

3

8.

1. br = minBrojNovcica(novcici,n− 1, s),

2. br = min(br,minBrojNovcica(novcici,n, s− novcici[n− 1]) + 1)

1. dp[j] = min(dp[j],dp[j− novcici[i− 1]] + 1)

4 + 5

9. (a) [4 poena]

[a-zA-Z_][a-zA-Z0-9_]*=([a-zA-Z_][a-zA-Z0-9_]*|[0-9]+)((\+|\*)([a-zA-Z_][a-zA-Z0-9_]*|[0-9]+))?;

(b) [2 poena]

\s*#include\s*((<[a-zA-Z]+\.h>)|("[a-zA-Z]+\.h"))

(v) [3 poena]

//.*

Napomena: Rexeǌa ovog zadatka nisu jedinstvena.

10. (a) [7 poena] Put: BG, SM, BI, DO, BA; redosled dodavaǌa: BG, SA, LO, BI, SM, BI, DO.
(b) [5 poena] Put: BG, SM, BI, DO, BA; redosled dodavaǌa: BG, SM, SA, BI, LO, NS, DO, TU.
(v) [2 poena] 0.



Finalno takmiqe�e

B kategorija

HSAlgorithm 2024

Rexe�a zadataka

Matematika

1. (a) [0, 4] [1 poen]
(b) [−45, 45] [1 poen]

Svaki taqan kvadrati� po 0.375 poena
(v) f [A1 ∪A2] = f [A1] ∪ f [A2]; f [A1 ∩A2] ⊆ f [A1] ∩ f [A2]; A ⊆ f−1[f [A]]; B ⊇ f [f−1[B]]

(g) f [A1 ∪A2] = f [A1] ∪ f [A2]; f [A1 ∩A2] = f [A1] ∩ f [A2]; A = f−1[f [A]]; B ⊇ f [f−1[B]]

(d) f [A1 ∪A2] = f [A1] ∪ f [A2]; f [A1 ∩A2] ⊆ f [A1] ∩ f [A2]; A ⊆ f−1[f [A]]; B = f [f−1[B]].

2. (a) [2 poena + 2 poena] Primetimo da je

det(B − λIn) =


13− λ 1 −11

15 5− λ −17

6 1 −4− λ

 = −λ3 + 14λ2 − 61λ+ 84.

Izjednaqavaǌem prethodne determinante sa 0 dobijamo λ1 = 7, λ2 = 4 i λ3 = 3. Xto se tiqe sopstvenih

vektora, prikaza�emo postupak samo za λ2 = 4, dok za ostale se raquna analogno. Neka je v2 =


v1

v2

v3

 .

Tada je

(B − 7In)v =


9 1 −11

15 1 −17

6 1 −8



v1

v2

v3

 =


9v1 + v2 − 11v3

15v1 + v2 − 17v3

6v1 + v2 − 8v3

 ,

xto treba da bude jednako matrici koja ima sve nule. Rexavaǌem ovog sistema dobijamo v1 = t,
v2 = 2t i v3 = t, za t ∈ R. Jedan od vektora predstavnika ovog rexeǌa je (1, 2, 1). Sliqno dobijamo

v1 =


13

21

9

 , v2 =


1

2

1

 , v3 =


1

1

1


(b) det(B) = 84 (mo�e da se raquna kao proizvod sopstvenih vrednosti ili razvojem opisanim u tekstu
zadatka) [2 poena]

(v) [3 poena] Zapisivaǌem B = PDP−1, dobijamo B2024 = PDP−1P︸ ︷︷ ︸
In

DP−1P︸ ︷︷ ︸
In

DP−1 · · ·PDP−1P︸ ︷︷ ︸
In

DP−1 =

PD2024P−1. Stepenovaǌe matrice D se svodi na stepenovaǌe brojeva na glavnoj dijagonali (poxto
su sve ostale 0). Raqunaǌem inverza matrice P i mno�eǌem matrica P , D i P−1 dobijamo

B2024 =
1

4


3 · 32024 − 12 · 42024 + 13 · 72024 −4(32024 − 42024) 5 · 32024 + 8 · 42024 − 13 · 72024

3(32024 − 8 · 42024 + 7 · 72024) −4(32024 − 2 · 42024) 5 · 32024 + 16 · 42024 − 21 · 72024

3(32024 − 4 · 42024 + 3 · 72024) −4(32024 − 42024) 5 · 32024 + 8 · 42024 − 9 · 72024

 .

3. (a) Imamo da je d1 rastojaǌe koje se realizuje po velikom krugu te sfere. Jednako je qetvrtini
ǌegovog obima, tj. d1 =

π

2
. Vrednost d2 raqunamo kao tre�inu obima opisanog kruga oko trougla



ABC, xto je d2 =
2
√
6π

9
. Dakle, d2 − d1 =

2
√
6π

9
− π

2
[4 poena]

(b) Lako dobijamo γ = P − α − β − π =
π

6
. Sada, primenom dualne kosinusne teoreme (u svakoj od

jednaqina je po jedna nepoznata - du�ina stranice) dobijamo O = a+b+c = arccos
2−

√
3√

3
+arccos

√
3− 2√
3

+

arccos
2
√
3− 1

3
[5 poena]

4. Zadatak 1: (a) [2 poena] v) ne, nikad; (b) [3 poena] b) Ekvivalencija 2;

Zadatak 2: (a) [2 poena] b)
7

15
; (b) [2 poena] g)

17

50
.

5. (a) Jasno, za n → ∞ imamo n +
25

n+ 2
→ ∞, pa maxS ne postoji, a va�i supS = +∞ [1.5 poen].

Primetimo, na primer, prema AG nejednakosti (mo�e i na druge naqine, npr. ispitivaǌem sluqajeva

n ⩽ 8, a jasno je da za n ⩾ 9 va�i n+
25

n+ 2
> 9) da va�i

n+
25

n+ 2
= (n+ 2) +

25

n+ 2
− 2 ⩾ 2

√
(n+ 2) · 25

n+ 2
− 2 = 8.

S druge strane, za n = 3 imamo n+
25

n+ 2
= 8, pa je inf S = minS = 8 [2.5 poena].

(b) Primetimo da va�i

n2 + 2n+ 25

n+ 2
= n+

25

n+ 2
i tg

(
πm+ 1

2m

)
= tg

(
π

2
+

1

2m

)
.

Oznaqimo

X =

{
n2 + 2n+ 25

n+ 2
| n ∈ N

}
i Y = tg

(
πm+ 1

2m

)
.

Lako vidimo da su svi qlanovi skupa X pozitivni i svi qlanovi skupa Y negativni. Prema tome, svi

qlanovi skupa T su negativni, pa va�i supT = infX · supY . Kako je
1

2m
monotono opadaju�a funkcija,

π

2
<

π

2
+

1

2m
⩽

π + 2

2
< π i funkcija tg monotono rastu�a funkcija na tom intervalu, zakǉuqujemo

supY = tg

(
π + 1

2

)
⇒ supT = 8 tg

(
π + 1

2

)
[3 poena]

(v) Pokuxajmo da ispitamo monotonost niza. Primetimo da je

an+1 − an =
a2n + 6

5
− an =

a2n − 5an + 6

5
=

(an − 2)(an − 3)

5
.

Proceǌivaǌem vrednosti prvih nekoliko qlanova niza, lako vidimo da va�i 2 < an < 3 (iz nejedna-
kosti za a1, dobijamo 2 < a2 < 3, pa sliqno za a3 itd.). Formalno, indukcijom po n. Baza n = 1 je
ispuǌena. Doka�imo n → n+ 1. Iz 2 < an < 3 sledi 4 < a2n < 9 ⇒ 10 < a2n + 6 < 15 ⇒ 10 < 5an+1 < 15 ⇒
2 < an+1 < 3, qime je indukcija zavrxena.
Time smo dokazali 2 < an < 3 za svako n ∈ N, pa je niz ograniqen. Tako�e, pokazali smo i an+1−an < 0.
Sada, kako je niz ograniqen i monotono opadaju�i, dobijamo da je konvergentan. Neka je lim

n→∞
an = L.

Prolaskom limesom kroz rekurentnu vezu (to smemo poxto obe strane konvergiraju i jer su funkcije
sa obe strane neprekidne), dobijamo

5L = L2 + 6,

xto kao rexeǌa ostavǉa L1 = 2 i L2 = 3. Me�utim, kako je 2 < an < 3 i an opadaju�i, zakǉuqujemo
L = 2 [7 poena].



Informatika - B kategorija

Redni broj zadatka taqan odgovor (odgovori idu redom, prvo pod (a) pa pod (b) itd.) Broj poena

6.

v)

a)

a)

4

2.5

2.5

7.

b)

a)

g)

v)

2

2

2

3

8.

b) 1. br = minBrojNovcica(novcici,n− 1, s),

2. br = min(br,minBrojNovcica(novcici,n, s− novcici[n− 1]) + 1)

v) 1. dp[j] = min(dp[j],dp[j− novcici[i− 1]] + 1)

4 + 5

9. (a) [4 poena]

[a-zA-Z_][a-zA-Z0-9_]*

(b) [2 poena]

\s*#include\s*((<[a-zA-Z]+\.h>)|("[a-zA-Z]+\.h"))

(v) [3 poena]

//.*

Napomena: Rexeǌa ovog zadatka nisu jedinstvena.

10. (a) [8 poena] Put: BG, SM, BI, DO, BA; redosled dodavaǌa: BG, SA, LO, BI, SM, BI, DO.
(b) [6 poena] Put: BG, SM, BI, DO, BA; redosled dodavaǌa: BG, SM, SA, BI, LO, NS, DO, TU.


