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‘E): CTYOEHTCKA YHMJA PHUHAIHO TaKMUYeHHe mrdpa

N EEYPNIZEPNDN HS Algorithm 2022

SAJATAK 1. - JIMHEAPHA AJITEBPA

Jluneapua asirebpa je maremarnyka obsiacT Koja ce 6aBM M3yvyaBameM JIMHEAPHUX 110jaBa Y MaTEMaTHIIH.
Pamnuje cre ce Beh cycpenn ca nenTpasHAM IIOJMOM ¥ JIHHEAPHO] aJarebpu - BEKTOPOM U TO Hajuernhe ca meroBoM
reOMEeTPHjCKOM MHTEPIIPETAIIMJOM KA0 yCMEDEHE Jy’KHM KOja MMa CBOj MOYETaK W Kpaj (CAMUM THM MPABAIl U
cMep) u uHTeH3uTeT (Tj. AyxuHy). Mehyrum, mocroju u amrebapcka MHTEpIpeTAIHja BEKTOPA, a HAJJIAKIIIE
hemo Ty mrTepuperanumjy ob6jacauTu yBoljemem nmojma BEKTOPCKOT mpocTopa (Haj nosbeM peaiaanx Gpojesa):

Hedununnuja. Heka je V Hempasan ckym u Heka je feduHMCAHO mpeciaukaBame +: V x V. — V (oBy
onepanujy Ha3uBaMo CabMPAHEM BEKTOPA) KA0 U IpeciankaBame -: RXV — V (0BO 71ej¢TBO HA3MBAMO MHOXKEHE
BEKTOPA CKAJAPOM) TAKO JIA 33 BAKM:

1. Bacev,u €V je v+ u €V - 30up gaBa BEKTOPa je BEKTOP.
2. Bacse v,u,w €V je (v+u)+w=uv+(u+w) - cabupame BEKTOPA je aCOLUJATHBHO

3. Tocroju e € V tako xa 3a cBako v € V Baxu v+e = e+ = v - MOCTOju HyJIa BEKTOD (UMjUM JI0/IABAEEM
ce HUIITA He MEHba)

4. 3a cpako v € V nocroju —v € V tako ga v + (—v) = (—v) + v = e - 3a CBaKM BEKTOD MOCTOjU HEroB
CYIIPOTAH BEKTOD

5. 3acee u,v € V je u+ v =1v+u - penocues cabupama BeKTOpa HUje buran

6. Bacee \e Rucsev,u € Vijel-(u+v)=A-c+ A\ v- aucrpubyTuBHocT cabupamba BEKTOpa MpeMa
MHOKEIBY BEKTOPA CKATAPOM

7.3acee \,peRucseveVije(A+pu) -v=XA v+ p-v- gUCTpEOYTUBHOCT cabUparmba BEKTOPA MPEMa,
MHOXKEY BEKTOPA CKAJIAPOM

8. Bacee \,p e Rucsev eV je (u-v)=(A\u) v - MHOKEHE BEKTOPA CKAJIAPUMA, j€ JeTHAKO MHOKEELY
BEKTOPA TPOU3BOJIOM CKAJIAPA,

9. Bacee v €V je 1-v =0 - MHOXKEIE JeIMHUIIOM HE MEH3 BEKTOP

Enemente ckyna V' mazuBaMo BeKTOpUMA JIOK €jieMeHTe CKyla R Ha3MBAMO CKAJIAPUMA.

[locmarpajmo caga ckyn V = R? u meka je (z1,22) + (y1,%2) = (21 + y1,22 + ¥2) Kao m A - (21, 22) =
(Az1,\z2). Omako medunucan V u omeparmja cabupama Kao W JIEJCTBO MHOXKEHA jeCTe jeJIaH BEKTOPCKU
MPOCTOP. 3AIMTO CYy HAM BEKTOPH Tj. BEKTOPCKY MpocTopu Kopucanu?! BpJio jrako MoxkeMo 3amucuBaT ojpelere
nadpopmaimje noMohy BUX - HA TPUMEDP YKOJIUKO CKYILbaMO MH(MOpPMAIU]E O CTAHOBUMA W TO O TEHU CTAHA
U EEr0BOj IOBPHIMHY, Te HHMOPMAIZje MOMKEMO 3AMHUCATH Kao BeKTOp y R? rie je mpsa KOMIOHEHTa IeHa
craHa, a Jpyra merosa nopprmua. Opjsie hemo Ha npumepy mnpocrTopa moJguHOMA HajBHCe Tpeher crermeHa
HAejHO TPOyIuTH 0COOMHE BEKTOPCKUX MPOCTOPA. BEKTOPCKHW TPOCTOP moJmHoMa Hajsurne Tpeher cremena je
Rs[z] = {p|p(z) = ag + a1z + asz? + a3z?, a; € R} ca nedunncanmm omepanmujama cabupamba BEKTOPA

(ap + a1z + asx?® + a3x3) + (bo + b1z + box? + b3$3) = (ag + bo) + (a1 + b1)x + (a2 + b2)fE2 + (ag + b3)933
U MHOXKEHE BEKTOPa CKAJIAPOM
A (ap+arz + asz? + a3:r3) = Aag + a1z + Aasz? 4+ \azz®

(a) Csaku BekTOpCKE TpocTOp MMa ¢BOjy 6azy. Illta je 6aza? To je ckyn JMHEAPHO HE3ABUCHUX BEKTODA
{e1,e2,...,ey} (TO 3HAUM na ce HUjeTaH BEKTOD U3 6a3e He MOXKEe U3PA3UTH y BHUJLY JIMHEApHE KOMOMHAIH]E
OCTAJIMX BEKTOPa M3 Te Da3e Tj. HEe MOKE Ce JIECUTH JIa €] = A2€2 + ... \,€,) TAKAB J1a CE CBU BEKTOPU
U3 JATOI BEKTOPCKOI IPOCTOPA MOTY 3alMCATU Y BUIAY U = Aj€] + Ag2e2 + ... + Apen. Y BEKTOPCKOM
IIPOCTOpY ToJMHOMA Hajsuime Tpeher cremena jemma 6a3a je (1,z,22%,23). Basa BEKTOPCKOT TPOCTODA,



HHje jeIUHCTBEHO oxpehena, aam 3HAMO Ja cy cBe 6aze MCTOOpPOjHE W Ta BEJIUIMHA 30BE CE€ JUMEH3UjOM
BEKTOPCKOT TIPOCTOPAa. ¥ HAIEM CJIYYajy, JUMEH3M]a BEKTOPCKOT MPOCTOPA MOJMHOMA CTEICHA HAjBUIIE
Tpeher cremena je 4. JlaTh cy CKyIOBH HOJHHOMA:

By=0Q4z,z+2% 2>+ 231432+ 322 +23), FEy=(z,1+2% 3z +23 23,

Fs=(x+2%1+23 2% —2,1—2°)

Meby ckynosuma E1, Fy, E5 6a3u BEKTOPCKOT IPOCTOPA MOJMHOMA CTeleHa Hajsuiie 3 uma? [4 moeHa]
a) 0; 6) 1; B) 2; r) 3;

Kama omgpenvmo 6a3y e aror BEKTOPCKOT IPOCTOPA, MOXKEMO JIOKA3aTH JIa € PEIpPe3eHTAllnjd HEKOT
BEKTOpa ¥ IPEeKO BeKTopa 6ase jeamHcTBeHa. KoedwurumjeHTH A1, A9, ..., A, KOJU ce HAJa3€ y3 BEKTOpe
u3 Gase eq,€9,...€, HABMBAJY Ce KOODJMHATAMA BEKTOPa ¥ y 0a3u e m numemo [v]. = (A, Ao, ..., \p).
Jacuo [v]e + [u]e = [v + u)e ka0 1 A[v]e = [\ v]e. Y Hamem mpumepy, KoopauHaTe BekTopa 1 + x + 313 y
6azu (1,z,22%,23) cy (1,1,0,3). JdaTa je 6a3a BeKTOPCKOT IIPOCTOPa TOJUHOMA, Hajsuine Tpeher cremena,
e=(1,1+x,14+2z+ 2% 1+ 3z + 322 + 23). Axo ¢y (a,b, ¢, d) xoopaurare Bexropa 1 + 2z + 422 + 823
y oBoj 6asu (KoedurujeHT a oaropapa BeKTopy 1, Koedunujert b oarosapa BeKTOpy 1 + z uTi.), Tasga je
BpetHOCT m3pas3a a+2b+3c+4d jemnaka? (ITomoh: mocTasuTe cuCTEM JIMHEADHWX jeTHAYHHA W PEIITATE T4,
I'aycoBOM METOIOM HIIH OIpeIUTe KOOpAUHATe BeKTopa 1, 2, v2, 23 ma mahure KoopauHaTe 1aTor BeKTOPa)
[5 moena]

a) 0; 6) 1; B) 2; r) 3;



‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SAJATAK 2. - MATEMATUYKA AHAJIU3A

Ananuza je maremaTndka 00JIACT KOja ce 0ABU M3YyYaBAKEM T'PAHUYHHUX TTPOIECA U OECKOHAYTHO MAJIUX
BeJIMYMHA. BepoBATHO CTE UyJM 33 MOJMOBE KAo IITO CYy WHTErpaJl, M3BOJ| WJIN JUMeC (TPAHWYHA BPEJIHOCT).
Haj6uranju nojam y ananusu jecre rnojam pyHKIMje Tj. IPECIANKABAHA CA KOJUM CTE CE CYCPEJIA Yy CPEJIFHEINKOII-
ckoM obpazoBamy. Y aHaIu3u yoOMUajeHO MOCMATPAMO KAaKO ce Heka (DYHKIHja jeJiHe peaJiHe MpPOMEHIbUBE
noHama y ”okonunu Heke Tadke a”. Ilosg ”okosmHOM Heke Tauke a” MHUCJIMMO HA Ta4yKe KOje Ce HaJla3e Ha
HEKOM (MaJIOM) pacTojamy OJ Tadyke a (CeTuTe ce - MaTeMaTHYKa aHAJIN3a W3ydapa Maje Bejmaune). Ha
npumep, narepsad (1.95, 2.05) jecre okosmaa Tauke 2. MehyTum, moMerysm ¢MO mojaM pacTojamba jeIHE TAYKe
OJ1, Ipyre TAa4YKe - y CKyIly peajHux O6pojeBa R je mpupoaHO MOCMATPATH PacTojaibe JIBe Tadke Tj. JaBa Opoja
a v b Ka0 ancoJyTHy BDPEJIHOCT BUXOBE padsmke |a — b| - pacrojame Gpojesa 2 m 2.05 je |2 — 2.05] = 0.05.
Y ckyny R? Koju MOXKeMO IOCMATPATH Kao paBaH, pPacrojame MepuMo [IHTaropmHOM TEOpeMOM - PacTojame
ravaka A(z,y) u B(z,t) je \/(z — 2)% + (y — )2 - nanprajre cauky!

Oga pacrojama m3mehy Tauaka ckyna R n R? cy HaM WHTYHTHBHO jacHa W MONPUJIMYHO MO3HATA M3 CBAKO/I-
HEBHOT KUBOTa. KakKo y MATEMATHIM YBEK TEKUMO OMIMITOCTH Tj. YHUBEP3AJIHOCTH, YECTO MOKYIIABAMO I3
MEpUMO | pacrojame u3Mely Heke jBe Tauke (Tj. HEKa ABa ejgeMenTa) npomssosbHOT ckyna X . [Tocmarpajmo
ocobume pactojama /(z — 2)2 + (y — t)2 msmehy Tauaxa A(z,y) u B(z,t) y R%: 1. pactojame je Hemeratusmo
u jemrako je 0 aKo W caMO aKO MEPHMO pACTOjale HeKe Taudke o came cebe; 2. pacrojame on A mo B je
jemHako pacrojamy on B mo A: 3. pactojame o Tauke A 10 B je mame Hero 30up pacrojama Tadaka A u B
on, meke tauke C(p,q) y R?. Caza MOXKEMO Ha IIPOU3BOJGHOM CKyIly X OJPEIUTH yCJIOBE /13 HeKa (PyHKIZ]a.
d: X x X — R 6yzne pacrojame Tj. Merpuka (d je op enrsieckor distance)

Hedununuja. Heka je X npomssossan (menpasan) ckyn. @Pynkmmja d: X x X — R je merpuka Ha
ckymy X akKo 33J10BOJbaBa cjejeha CBOjCTBA:

1. TlosurusHa neduHUCTHOCT U HegerenepucanocT: 3a cee &,y € X je d(x,y) > 0nd(z,y) =0 < z =y
2. Cumerpuusoct: 3a cse z,y € X je d(x,y) = d(y, x)
3. Hejemmakocr Tpoyria: 3a cse x,y, 2z € X je d(z,y) < d(z,z) + d(z,y)

Tama kaxemo ma je (X, d) jeJaH METPUYKHA LIPOCTOP.

(a) Hexka je X = R3. Kao u y R?, merpuky Ha R3 Moxemo jeduHICATE eyKIUICKAM PACTOjambeM:

d((w1, @2, 23), (Y1, ¥2.43)) = V(21 — y1)? + (22 — 42)® + (23 — y3)%.

MebhyTum Ha ncTOM CKyIly MOKEMO JIe(DUHUCATH BULIE METPUKA (MEPEHa, PACTOjarbe He MOpa, OuTu je 1uH-
creeno). Heka cy mare dyukmuja di, do, d3: R? x R? — R nedunncane ca:

di((z1, 22, 23), (Y1,92,¥3)) = |v1 — Y1 + T2 — Y2 + 73 — 3|

do((w1, 22, 23), (Y1, Y2,43)) = |21 — y1| + |22 — Y| + |23 — y3]
ds((z1,22,23), (Y1, Y2, 93)) = log(1 + (z1 — y1)?)

O oswx (ynkIHMja, MeTpuKa Ha ckymy R® mma? [3 moena]
a) 0; 6) 1; B) 2; r) 3;

(6) Y merpuukom mpocropy (X,d) 3a a € X u r > 0 gedunumemo ckyn B(a,r) KOju 30BeMO OTBOPEHOM
KYTJIOM Ca
B(a,r) ={z € X|d(z,a) <1}

Ogaj mojam HaM TTOMaXKe Ja J1epUHHUIIIEMO TI0jaM OTBOPEHOT Tj. 3aTBOPEHOT CKYIa Y METPUIKOM TTPOCTOPY
X. Cryn A C X je orBOopeH ako 3a cBe Tauke a € A mocroju orBopena Kyriaa B(a,r) (1j. moctoju



r > 0) tako ga B(a,r) € A. Ckyn A C X je saTrBopen axo je X \ A oropen. Axo je X = R?
rie je merpuka d((x1,72), (Y1,92)) = /(z1 —y1)2 + (2 — y2)? OBaj CKyH je Kpyr ca HEHTPOM y TaduKH
a(ay,ay) u moaynpedHuKoM 1, 6e3 Tauka ca KpyKHHIE. Y OBOM METPHYKOM IIPOCTOPY Cy JATH CKYIIOBH
Ay = {(m9)ly = 20+ 1, As = {(,p)lle] + |yl < 1, Ag = [0,3] x (~1,1), Ay = B((0,0),3) \ {(0,0)}.
Mely oBum ckymnosuma orBopennx y (X, d) uma: [3 moena)]

a) 0; 6) 1; B) 2; r) 3;
JIOK 3aTBOPEHMX MMa: [3 moeHa]

a) 0; 6) 1; B) 2; r) 3;



‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SATATAK 3. - CTATUCTUKA

Cmamucmuxa je Hayka 0O TOmAIMMa. DaBW ce HhUXOBUM TPHUKYIJHAHEM W AHAJIN30M, MPE3EHTOBATHEM W
3aK/ByUMBAEM, KA0 U JOHOIIEeHEeM o/iyKa. OCHOBHU 33JaTaK CTATUCTAYAPA je Ja MPEJJIOKU ojarosapajyhu
MaTEeMaTHIKA MOJEN KOjuM OU ce TIOJAny aJeKBATHO ONMMCAJINA, HAKOH Jera je Moryhe BPIUTH Ja/he aHAJInu3e u
npeagBuhama.

Honyaauuja je cKyn jeMHKHM 4YMje KapaKTepUCTHKe n3ydaBamo. KapakTepucTuke Koje Cy IpeJ/IMeT M3yua-
Bama HaszuBaMoO obeacocjuma. O muma Hajuenihie cazHajeMO HA OCHOBY HEKOI' IOJICKYIIA MOIMyJAllKje KOju
HA3MBAMO Y30pak. YKOJHUKO C€ MOACKYN OMpa HACyMHYHO (CBAKM HOACKYN mMa HEKy BeposarHoly sma Oyse
U3BYUEH) TOBOPHMO O cAayuajrom ysopky. Llopen ciydajaocTu meroBa GUTHA OCOOMHA je penpe3enmamuehocm.
TloTpebHoO je ja HA OCHOBY Hera MOXKEMO 3aKJbYyYUTH O YATABO] MOIYJIAINAjU, KA0 U 13 01abup wWIiaHOBa y30PKa
HEe 3aBHUCH O, BpeIHOCTH obesexja Tux wiaHopa. Ako je X mocmarpano obenexje, ca Xi, Xo,...,X, hemo
O3HAYUTU CJIy4ajaH y30pak.

IIpen Bama ce y HACTABKY HAJIA3W je/IaH EKCIIEPUMEHT u TTOTPEOHO je mpohu KPo3 HEKe 0] OCHOBHUX KOPAaKa,
y CTATUCTUYKO] aHau3u. [locMaTpajMo yKyIiHe moeHe Ha TpUjeMHOM ucnuTy 3a Maremarnaku pakyaTer Y Hu-
Bep3uTera y Beorpany 55 cayuajro mzabpanux yuenunka cpeamux mkoaa y Cpouju. (Tlomanm cy coprupanm)

37.56 39.24 50.59 50.71 5291 53.30 b53.34 5554 56.92 58.47 58.69
59.38  62.59 62.68 64.18 65.01 66.88 66.96 67.27 67.30 67.62 68.23
68.86 68.98 69.44 69.48 70.17 70.58 T71.51 7212 7295 T4.31 T74.78
74.99 75.63 76.15 7v7.36 7817 7826 7841 79.24 79.35 79.71 80.20
80.41 81.10 82.29 82.52 82.81 8391 83.97 84.91 90.14 90.26 95.46

(a) ¥V npesuMuHADHO] aHAIM3U TTOMazke HaM rpadhuaky npukas obesexja. 3a NpuKa3 Hy MEPUIKOr obesex)ja
KODHCTE CE€ TUCMOzpamy. 3a TUPABHEHE XUCTOrPAMa IOTPEOHO je Jia y30paK IPYIUIIEMO y KaTeropuje
(nHTEpBAJIE), TAKO JIA CBAKHU €JIEMEHT y30PKa, IPHUIA/A TAYHO JEIHO] KATErOpUju u opemmMo 6poj ejneme-
HATA U3 Y30PKA KOjU Ce HAJIA3W y CBAKOj o1 Kareropuja. O 6pojy M MOSOKAJy KATETOPHUja OJIYIyjeMO MU
Ka0 CTATHCTHYAPH, a MPENopyKa je Ja uMamo bapeM b Kareropuja u jaa je 6poj kareropuja |log, n| + 1,
rze je n obmm ysopka. Benmuwmmy kareropumja onpebyjemo Ha OCHOBY pacnona y3opka R = X,y — X(p).
Ca X(1) ce oznaqapa k-Tu 110 peﬂy €JIEMEHT COPTUPAHOT Y30PKAa. 3aTHUM, YKOJIUKO UMaMO Kk KaTeropuja,
IUXOBA, TIPUOJIMKHA BEJIMINHA, Je . XucTrorpaM ynpaBo MPEACTABIbA TPADUIN TPUKA3 YIECTAJIOCTH TI0
KaTeropujama. ¥YKOJIMKO Cy Ha Y-0CU (PpEKBEHIMje TOBOPUMO O TUCIOZPAMY ANCOAYMHUL Ppersenyula,
& YKOJIUKO je TPUKa3aH Ta] OPOj MOJIE/hEH Ca BEJIUIHHOM y30PKA TOBOPUMO O TUCMOZPAMY PEAGTNUCHUL
Ppersenyuja, TOK YKOINKO je TO jOIT MOMEFEHO W €& BEJIMYWHOM KATETOPHja, TOBOPUMO O TUCMO2PAMY
2ycmune. XUCTOTPAM T'YCTHHE 33 MOCMATPAHU y30paK YKYMHOT Opoja MoeHa Ha, TPUjEeMHOM UCIOUTY JAT
je ca: [3 moenal]
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5
000 001 002 003 004
000 001 002 003

000 001 002 003

(6) Cnenmehn Kopak cTaTHCTHUKE aHAM3E je uaeHTrduKanmja aymiajepa. [1oa mojMoM aymaajepu moapasyMeBaMo
wWIAHOBE Y30PKa KOjU ce He yKiamnajy y moctojehn crarucruyakm momes. IlpemcraBumo caja mare moaaTke
kymujacmum dujazpamom (err. boxplot).



YBouMoO O3HAKE:

X)) T X k1)
2

o Vsopauxa medujana je me = X (1) ako je n = 2k + 1 omHoCHO M = axo je n = 2k;

e ¢ U g3 cy npsu u mpehu xeapmua. Axro je n = 2k + 1, ouyma je g1 y30padra Me/MjaHa HU3A
X1ys-X(k41), @ g3 ysopauka meaujana amsa X(zi1),..,X(2x41). Ca jpyre cpawe, ako je n = 2k,
OHJIa Je g1 y30padka MeJujaHa Hu3a X (1),...,X(x), & g3 y30pauka Mejujana HU3a X (;y1);-- X (2k);

e IQR = g3 — q1 je unmeprsapmusno pacmojarve;

e fi=q —15-1QR, f3 =¢34+ 1.5-IQR;

o F1=q —3-1QR, F3 =qg3+ 3 -1QR;

e @) je HAjMamkU eJIEeMEHT Y30pKa Koju je Behim of fi, as je HajBelll eTeMeHT y30pKa KOjU je MAmU Of

JER

EnemenTn y3opka koju cy wamehy fi u I, ognocuo f3 m F3 cy Gmarm ayTiajepu, JOK Cy OHH W3BAHUX
OBUX TPAHUIA TIPABU Ay TIAJEPH.

MHTepKBapTUIHO pacTojakse
(IQR)
I |

AyTnajepu AyTnajepun
o 00 [ X J
al a3
fl1 =ql - 1.5IQR ql MepujaHa q3 3 =q3 + 1.5IQR

Kyrujactu gujarpam mocMaTpaHor y30pKa 3a YKyIaH Opoj IoeHa Ha MPUjeMHOM HUCIIUTY JAT je Ha CJIMII:

[3 moena]
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(B) 3a Kpaj OBOI CTATHCTHYKOr WCTPAKHMBamba yHo3HaheMo ce ca TecTHpameM CTATHCTHYKAX XUIIOTe3d O
BpesHOCTHMA Tapamerapa. OCHOBHM €JIeMEHTH CBAKOT CTATUCTHYKOT Tecta ¢y hyama xunomesa (Hp)
u aamepnamusna runomesa (Hip) (xumoresa koja ce mpuxsara ykoamko omnbaryjemo Hp). Ha marmem
Y30PKY TIOEH& Ca MPHUjeMHOT UCIUTA XKeJUMO 13 Tectupamo xunoredy Hg : m = 71, rme je m meamjana
Kojy mma obernexje X. Yeogumo osnaky T = > " I{X; > 71}, upu uemy je I uHAuMKATOp, T€ BaKH
I = 1, ykomuko je ucnymen ycaoB X; > 71, a wnave I = 0. YKomHWKO je HysiTa XUIOTE3a TavHa OPOj
WIAHOBA, y30pKa KOju Cy Mamu o 71 Tpeba jia O6yie npubiuxkuo jeauak 6pojy koju cy Behwu, omuoCHO,
axo Ha ocHOBY y3opka Baxu |T' — 5| < 1, onga 3akibydyjemo sa je nysra xunoresa Ho rauna. Koju og
crepehux uckasa je Tadan: [3 moeHal

a) He onbamyjemo mynry xunoresy Hy : m = 71.

6) Tlpuxsaramo anrepuarusHy xunoresdy Hy :m # 71.

B) Tlpuxsaramo anrepuarusuy xunoredy Hy :m > 71.
)

r) IIpuxBaramo asrepuarusuy xumoredy Hp : m < 71.



‘) CTYOEHTCKA YHMJA PHUHAIHO TaKMUYeHHe mrdpa
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SAJATAK 4. - HYMEPUYKA MATEMATHUKA U OITUMUBAIMIA

VY cBaKOJIHEBHOM KUBOTY, Ka, 13 00paljyjeMo Heke mosaTke TO pa MO HA, HEKOM JTACKPETHOM CKYITY MOJATAKA,
Tj. HAJL KOHAYHO MHOTO moyiaTaka. OBe momaTke KOpUCTUMO HA ojpeljenn HAYNH /a TPUOINAKHO OJIPEIAMO TITTa,
ce JIeImaBa BaH TOT JAMCKPETHOT CKYIa MOJATAKA - IPUMEP 33 TO je WHTEPIoJauja (PyHKIHIje.

Wuarepnionamnuja moapasymesa Ja noiasny GbyHKmjy f(x) quje BpeIHOCTH 3HAMO ¥ KOHAYHOM GPOjy Tavdaka,
T1,T2, ..., Ty 3AMEHAMO HEKOM JIPYTOM, HHTEPIIOJATIMOHOM (DYHKIIAjOM, UHje Ce BPEIHOCTH MOKJIAIA]Y Ca BPEJI-
HOCTHMA TI0JIa3He (PYHKIIM]Ee HA JIATOM JUCKPETHOM CKYITy TaYaKa.

Kazxemo na dbynkmmja g(x) warepnoaume dynkumjy f(z) ako je

g(zx) = flag), k=0,...n

Tauke xy, . .., T, HAU3Bajy ce YBOPOBM MHTeprosalyje (1 mosuare cy HaMm BpeaHoct f(zx)). Ako je dynkuumja
g(z) moNIMHOM CcTermeHa n, OHA Ce HA3WBa WHTEPIIOJAIMOHN MOJUHOM creneHa n dbyukuje f(x).

Lagrange-os maTepnonammonu nojwaom crenena n (yukmmje f(z) oxpelien usoposuma wmHTEpHONanmje
Z0s ..., Ty 32 Ty # T4, j€

=3 [T | s = (““”‘“’1--”‘“‘1~”“°‘““~--”“°‘x")f<xi>
i=0

i—0 | j=o0 Ti— Tj i—o \Ti—To Ti— Tl Ti — Ti—1 Tj — Ti+1 Ty — Tn
JF#0i
n n
Osnaka Y mpejcraBba cymy n + 1 ememenara 1j. ag + a1 + ... + an, 710K [] a; TPeJICTaB/ba IIPOU3BOJ, CBUX
i
aj, 38 J # 14, Tj. A9~ Q1 ... Qi—1 " Qg1 " --." Qn.

Csaku Lagrange-oB HHTEDIIOJIAIMOHY TIOJMHOM j€ jeJIMHCTBEH, TO 3HAYH JIa YKOJIUKO OU TIOCTOja0 jOII jeqaH
Lagrange-os nnTepnosanuonn nosmuom L, dbyakumje f(z) Baxunno 6u L,(x) = L, (z)

(a) 3a durcupano n € N meka cy xo, ..., T, 4soposu uaTepnoaangje. lebunumumo dyukuje [: R — R
3a k =0,...n #Ha cienehu nauum:

e3, z9<z<a,

lk(x)zn%w( )3ak:0,...,nrﬂejew(:n):{
=0 !
Gk

0, wHAYE

n
Kopucrehin nedpunummjy n ocobune Lagrange-oBor mOIUHOMA, KOJTUKO UIHOCH Z lk(z)? [3 moena]
k=0

a) 0; 6) e 3; B) e 3" r) 1;

(6) YKOIMKO HaM yHAIpes HHje MO3HATA (DYHKIM]a KOJy HMHTEPIIOJUPAMO, Beh caMO HeHe BPEJIHOCTH Y
YBOPOBUMA, WHTEPIOJAIHje, W Jajbe je moryhe ompenntn 'npmbimkHy' BPEIHOCT (PYHKIMH]E Y HEKO]
npou3BoJpbHO] Tauku Kopuiithewem Lagrange-osor mosmmaoma. Tako 3a HEKY BpeHOCT X, (pOpPMUPAHEM
MHTEPIOJIATIMOHOT NOJMHOMA, onpelyjemo BpegrocT y T0j Tauku kao Ly, (x).

MebhyTum, gecto ce gemasa ga umamo BpeguaocT dbynknuje y = f(r) aau HAM je HENO3HATA BPEIHOCT X.
Takobe m 0BIEe MO3EMO IPUMEHUTH MHTEPIOIAIMOHA OJMHOM KAKO OMCMO IPOHAILIA BPEIHOCT T, CAMO
caZia mocMaTpamMo BpefHocTH y; = f(x;) Kao uBopoBe mHTepnoJanuje. (3amaTak je Ha caenehioj crparn)



Hexa je mara tabaumano 3anara dbyaknmja f(x)

T ‘ 2 ‘ 2.5 ‘ 3.5 ‘ 4.0
y = f(x) ‘ 0.9093 ‘ 0.5985 ‘ —0.3508 ‘ —0.7568

Hyna tabmuano gare dbyurnuje f(), YKOJUKO MOCTOjU, 3a0KPYKEHA HA JBe jeruMadie je: (momoh: na
6u no6usn Tauan pesynrar, Meljypesynrare padynajre Ha 4 germmade) [3 moena|

a) 3.14; 6) 3.15; B) 3.16; r) HEMA HYJIe;

Y osom geny pasmarpahemo TexHuky onrumusanuje. [lwp ontummnsanuje je nponahu ekcrpemuy Tj.
HajMamy /Hajeely BpemHocT dyHKIHje Mba Ha HeKOM cKymy. CKym Ha KOMe TOCMATpaMo (DYHKITH]Y
nmsba Moryhe je nedunucaru QyHKIMjaMa OrPAHUYEHA.

Excrpemny Bpeuoct dyukipmje f(x1, x2) ogpehyjemo Tako mro npso Haga3zumMo nap (1, T2) 3a KOju Baxe
JlaTa OrpaHUYeha (TAKBUX TAYAKA MOXKe OMTH MYHO), & HAKOH TOTA JKEJIUMO JIa BPEJHOCT came (byHKIHje
MUba y TOj Tauku Oy/1e MAKCUMAJIHA.

ITpornahu BpegHOCT peliema ONTUMH3AIIMOHOT 33aTKa, HA CKYIy HeJInX OpojeBa
max f(21,z2) rae f(z1,22) = —z1 + 42
[OpU OTPAHUYICHUMA [3 mOeHa]
—10x1 + 2022 < 22
5x1 + 10z9 < 49

SU1§5

1,22 >0

a) 7; 6) 8.2; B) §; r) 6;



‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SAJTIATAK 5. - [EOMETPUJA

Y reomerpwuju, MOTEHIM]a TAYKE MOBOPHU O YIAJHEHOCTH HEKE TAaUKe OJ] HEKEe KPYXKHUIE. AKO HeKa mpaBa
Koja cajipxu Tauky P ceue kpyr k(O,r) y Taukama A u B, tana je nomenyuja mawke Py ogHOCY Ha KpyT
k nara ca p(P,k) = PA- PB = PO? — r? u ne 3asucu o us6opa npase. (PA - ﬁ je cTanJapaHA CKaJapHU
npousBoL BekTopa PA u ﬁ ). [orenupmja Tauke P je seha, Mama wim jeHaka Hy M y 3aBUCHOCTHU OJI TOTA /1A,
JIA Ce TAYKa HAJIA3HU Y CIOJbAIIBOCTH, YHYTPAIIBOCTA KPyTa WK HA KPYTY.

TeoMeTpujckO MeCTO Tauaka paBHM KOje MMajy jejHaKe MOTeHIWje y ojgHocy Ha jasa Kpyra ki(Op,71) n
ka(O2,72) je mpaBa Koja ce 30Be padukaina WU NOMEHUUJAANA OCQ.

Pamukanua oca je ynpasaa ua mpaoj O102. PangukajHe oce Tpu Kpyra HEKe PABHU CY WU MAPAJIESTHE WJIH
ce CeKy Y jeJIHOj TauKu. Y KOJHUKO Ce CEKY, PECEYHY TAUKY HA3UBAMO PAJUKAAHUM YUEHMPOM THX KPYTOBa.

Hexka je k kpyxuuna omnucana oko omrpoyrior tpoyria ABC, (AC < BC). Cuwmerpana yrma LACB
ceue nipaBy AB y tauku L, tauka M je cpemumnre gyka AB kpyxHuiie k Ha Kojem ce HaJsiazu u tarka C, a
I je nenrap yuucame Kpyxuuie Tpoyria ABC. Kpyxunma k cede mo apyru myT npaBy M1 y tauku K u
kpyxuuiy ca npeunukom C'I y H. Kpyxuuna omucana oko Tpoyria CLK ceue AB monoso y T.

(a) Heka cumerpasia yriua ZACB ceue k y tauku N. Oapeauru ZNKC + ZCKT. [3 noenal

(6) Hokazaru NA = NB = NI. 3arum nokazatu ANAL ~ ANAC uw ANIT ~ ANKI. [7 noena]

() Heka je ki xpyxHuuma omucana oko tpoyrna ABI u ke kpyxuuna ca upegnukom C1. Ogpemuru
paJIMKAJIHN [eHTap KPyXKHUI@A k, k1 u ko, na gokasaru ja cy tauke T, H n C konvHeaphe. [4 moeHa|



‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SAIATAK 6. - AJITOPUTMHU U CTPYKTYPE ITOJATAKA

Crek npescraBba CTPYKTYyPy nomaraka Oasmwpany ma npunnuny LIFO (Last In First Out). /Ise ocuosme
omeparnuje 3a paj, ca crekoMm cy push m pop. Omnepammjom push jomaje ce eremMeHT HA BPX CTEKa, JIOK Ce
OTIEPAIMjOM POP CKWJIA €JIEMEHT Ca BPXa W, 3ABUCHO OJI MMILJIEMEHTAIM]a, Bpaha KOju je TO ejeMeHT 6wo.

[Tpumep: TpenyThu camgpxaj creka je: 1 2 3 4 5, rie je 1 enemMeHT Koju je Ha BpXy. AKo omeparujoM push
nomamo 6poj 6 ma Bpx cTeka, meroB caapxkaj he outu: 6 1 2 3 4 5, ako 3aTvM TPUMEHUMO OTIeparujy pop, 6poj
6 ce ykJama ca Bpxa CTeKa U Heros cajipxkaj nmocraje 1 2 3 4 5, ako 6UCMO IIOHOBO TIPUMEHHJIH OIIEPAIU]Y POD,
cTeK Om m3ryenao oBako: 2 3 4 5.

Hauwnn 3anucuBama u3pas3a y MATEMATHUIINA HA KOJU CMO HABUKJIM [TOJIPA3yMEBA JIa, Ce 3HAK OIEPAIHje HAJIA3H
usmely gBa onepanya (mpuvepu: 2+4, 2% (344))) u nasuBa ce nndurcua noranuja. [Hocrdukcna noranuja je
HAYWH 3a[IMCUBAKHA U3Pa3a y KOME e 3HAK OlePalije HABOIH MOCJIe OepaHaa (IPEeTXOHU MIPUMEPH TOCT(HOUK-
cHOM HOTanujom Omjin Ou 3amucanu ka0 24+ u 234 + x. Bpeauocr nocrdukcHO 3anucanux n3pasa je[HOCTABHO
ce m3pagyBana Kopunthemewm creka. Kaga y mspady nanhemo na 6poj (jemnocrasuocrn pajaum, moapasymesaliemo
Jia cy 6pojesu jemuoumdpeHn U y IPUMEPY U Y 33JaTKY KOJU CJIEJIN), TOCTAB/hAMO I'a HA BPX CTEKA, HA HUX
MpUMERBYJEMO OTIEPATOp, CKUIAMO JiBa Opoja ca BpXa CTEKa, HA BUX MPUMEHYJEMO OMEPATOP U PE3YJITAT J0/1a-
jemo Ha BpX creka. llpumep: ako HaMm je mar mocTdUKCHO 3amucaH u3pal 234 + *, HA CTEK Ce MPBO J0Jajy 2 u
3, ma je cazpxkaj creka 3 2, 3aTuM Hamra3zuMo HA O6poj 4 U mera 10/1ajeMo HA BPX CTEKa YUjU je Caapkaj caja
4 3 2, cienehu y uzpasy je miyc, na ckujgamo 4 u 3 ca Bpxa cTeka, U3padyHaBaMO BPEJIHOCT u3pas3a 4 + 3 u
J07IajeMo Ha, BPX CTEKa, A cajia Ha cTeKy uMamo: 7 2. Jla/puM mposrackoM Kpo3 W3pa3 HAWJIA3WMO Ha, OTIEPAH]T
%, CKHJIAMO 7 ¥ 2 ca, BpXa, CTEKA, MHOXKUMO UX 1 JI0OKujaMo KOHaUaH pe3ysarar 14 Koju ImoCTaB/baMo Ha, BPX CTEKA.

IIpen Bama je m3pa3 HaAIKUCAH y MOCT(MHUKCHO] HOTAIM]H

257 4+ %83 * +346 * ++
(a) Penpesenranuja jnaror uspasa y nabukcuoj Horanuju je? [4 moena|

a) 24+5%x7+8*%x3+3%(4+6)

6) (245)*«7+8%x3+ (3*x4+6)
B) 2%x(b+7)+8%x3+(3+4%6)
) 2% (5+7)+8%3%x(3+4+6)

T

(6) 36up Gpojesa kKoju ce Hasa3e Ha creky HakoH 10. onepanuje u3spiene Haj crekom je? (mog oneparmjom
HAJT, CTEKOM y OBOM KOHTEKCTY MHCJIHMO Ha J0JaBare Opoja Ha BPX CTEKA WK HA CKHJAIe J1Ba Opoja u
J0J/IaBakE BUXOBOr 30Mpa Tj. TPOU3BOIA HA BPX creka - 3 4 5 — 2 3 4 5 je jenna oneparuja HaJ CTEKOM
kao u 345 — 12 5) [5 nmoena)

a) 48; 6) 49; B) 50; r) 51;



‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SAIATAK 7. - KOHCTPYKIIMJA U AHAJIN3A AJITOPUTAMA

ITpocr rpad wimn camo rpad je ypelienu map G = (V, E) koju ce cactoju oz, ckyna V duje ejleMenTe HA3UBAMO
YIBOPOBU U CKyTa F KOju YHMHE JBOUJIAHU TOJICKYIIOBU CKYIa YBOPOBA, a UHje eJJleMeHTe Ha3uBaMo rpaHe. ['paHe
Ce YIJIABHOM CaCTOje M3 JIBA YBOPA, MaJja MOCTOje U rpane uuja cy oba Kpaja mctu aBop (newne). ['pad moxe
6uTy ycMepeH u HeycMmepeH. Ko ycMepeHHX rpaHa, rpaHe Cy IIpejcTaB/beHe Kao ypehenu maposu uBoposa Tj.
onpehenu cy oUeTak u Kpaj TPAHE - OBE TPAHE IIPTAMO CTPEJIUIAMA y TPABILY YCMEPema, (01 IOIeTKa Ka, KPajy ),
JOK ce KOJ, HeycMepeHHX rpadosa, rpaHe IpTajy oOmdHuM JuHHjaMa. ['padoBu IpecTaBibajy jaKO BaxKHE
CTPYKTyPe ToaTaka y MHQOPMATHIM U KOPUCTE CE 34 pelmraBame MHOTUX mpobsema. Pempesenrtanuja rpadosa
y padyHapcTBYy je Hajueche y3 momoh smcra nope3anoctu. CBaKOM YBOPY Ce NMPUIPYXKYje JUCTA IBOPOBA [0
KOJUX TIOCTOJU JUPEKTHA IPAHA W3 TOT YBOPA. 3a J(BA YBOPA KAXKEMO JIa Cy MOBE3aHU YKOJIUKO MOCTOJU IIyT
m3mely mux. 3a rpad KaxkeMo Ja je MOBe3aH YKOJUKO Cy CBH UBOPOBU TOr rpada moBe3aHw (IOCTOJH IyT
usmely 6mi10 Koja JiBa 4BOpa a HE HYXKHO rpaHa). 1lOBE3aHOCT YBOPOBA j€ je/HA PEIAIM]a €KBUBAJICHIMJE
nedwaucana wa rpady. Kiace eksuBasientimje y 0HOCY Ha, Ty PesIANNjy HA3SUBAMO KOMIOHEHTAMA TIOBE3AHOCTH
(Hmp. mocrojase G JBe KOMIOHEHTE MOBE3AHOCTH Kaja 6u ce ca rpada ca ciamke yKjaoHWIa rpana (4, 5)).
OcHoBa 3a cBakm ajropuram ca rpadoruma je obmnazak rpacda. Jlse HajuosHaTmje BpcTe 00MIA3aKa CYy y
obsmzak y mumpuny (BFS obauzak) u y aybuny (DFS). O6a asropurma rapantyjy ga he cBaku usop 6utn
nocehen yKOJMKO je mosia3uu rpad mOBEe3aH.

(a) Koju on cinenehux monyhenunx simcra moBe3aHocTu oArosapa rpady ca ciuke: [3 moenal]

a)l — 3,4 6) 1 — 3,4 B) 1 — 3,4 r)l —3,4
2556 2558, 6 25586 2558, 6
351,4,7 351,4,7 351,475 351,4,7
451,3,7,5 451,3,7,5 451,37 451,3,7,5
54,2, 8 54,28 54,2 8 54,28
628 628 628 628
73,4 73,4,1 73,4 73,4
8 5526 8 5526 8 5526 8 5526

(6) Crek npejcraBiba CTpyKTYypy nojgaraka 6asupany na npuanmuiny LIFO (Last In First Out). JIse ocnoBHe
orepailigje 3a paJ, ca crekoM cy push u pop. Omnepamujom push gonaje ce egemMeHT HA BPX CTEKA, JIOK Ce
OTIEPAITUjOM POP CKHU/IA €JIEMEHT Ca BPXAa M, 3aBUCHO OJI MMILIEMEHTanja, Bpaha koju je To emement 6uo.

ITpumep: Tpenyrau caapxaj creka je: 12 3 4 5, tie je 1 exement xoju je Ha BpXy. Ako omepamujom push
nonamo 6poj 6 Ha BpX cTeka, merop caypixkaj he 6utu: 6 1 2 3 4 5, ako 3aTUM TPUMEHUMO OLEPAIIH]Y
pop, 6poj 6 ce ykaama ca Bpxa CTEKa W HEroB caapxkaj nocraje 1 2 3 4 5, ako 6ucMo MOHOBO TPUMEHUITH
olleparujy pop, crek 6u m3rsienao oako: 2 3 4 5.



Koparu angropurma DFS obuitacka cy cuenehn:

a) Kpeuwparm mpasan crek m Hu3 nocehemnux IBOPOBa,

(6) Ysop u3 kora kpehe mperpara J0IaTH y CTEK
(B) BpTu ce meTsba cBe JOK CTEK HHUje TPa3aH
(r) Ca Bpxa CTeKa ce CKHJA jeJIJaH [[BOP U HCIHCYje Ce

(m) 3a Taj uBOp ce IyIeTA CBAKK CYCEJaH YBOP M3 JUCTE MOBE3AHOCTH W aKO HHje moceheH Jomaje ce u OH
y CTeK

Ilceymo-ron je cnemehmn:

ulaz: graf sa V cvorova
dfs(cvor){
posecen: niz gde su sve vrednosti postavljene na False

stek: stack prazan stek
stek.push(cvor) dodat je pocetni cvor u stek
sve dok stek nije prazan radi:

trenutniCvor = stek.top() uzima se cvor sa vrha steka
stek.pop() izbacuje sa steka

ako trenutni cvor nije posecentrenutni Cvor:
ispisi trenutniCvor
oznaci cvor kao posecen

za svakog suseda iz liste povezanosti trenutnog cvora radi:
ako nije posecen:
dodaj suseda u stek

Ha ocHOBY omuca ajqropuTMa U JHCTE MOBE3AHOCTH U3 Jjiesa (a) TadaH pejoce KojuM hie 6urn ucnucanu
4BopoBHU rpada ca CJMKe YKOJMKO [IPeTPary HOYUmbeMo U3 4Bopa ca pejaHum 6pojem 1 je: [3 moenal

a)13475286 6) 13745862 B) 14586273 r)13745286

(B) Baokpyxuru rauny TBp/my [3 moeHa]

a) Bpoj KoMmoHeHATa MOBE3AHOCTH HEycMepeHOT rpada ce MOXKe U3pAadyHATH OpOjameM TOKDPEeTama,
DFS (nokperamem DFS anropurma u3 mpom3Bo/pHOT 9BOpa rpada, 3aTUM NOHOBHUM TOKDPETAHEM
DFS anropurma u3 jemnor oj HemocelieHux 1BopoBa cBe /10K He Oyy ¢Bu mocehienn)

6) Ykosuko je rpad ycmepen, DFS he obuhu cBe 4BopoBe HE3aBUCHO 0] TOTA U3 KOT YBOPA je MOKPEHYT

B) YKosmko je rpad mosesan u meycmeper, DFS nehie o6uhu cBe uBOpoBe HE3aBHCHO OJ TOTA, U3 KOT
YBOPA je MOKPEHYT

r) Ykoauko y rpady mocroju rpana koja je nerba, DFS anropuram mehe pagutn ncnpasHo



‘E): CTYOEHTCKA YHMJA PHUHAIHO TaKMUYeHHe mrdpa

N EEYPNIZEPNDN HS Algorithm 2022

SAJATAK 8. - PEJAIIMOHE BA3E ITOJATAKA

Penanmone 6a3e momaraka mpeacTaB/bajy MOIEN MOJATAKA KOjU ONHUCYje HAUMHE TPEACTAB/bAA TOIATAKA,
rIeama Ha TOJIATKE, KA0 U TPABWIIA 3a paj ca TuM noganuma. CBu mojgary y 6a3u ce KOPUCHUKY IMPHUKA3Y]Y
HUCKJbYIUBO y 00JimKy Tabesa. Cse Tabese 3a/10B0/bABA]Y U3BECHA ONpaHWIemha. Ha mpumep, cBaka Tabea Mopa
Jla MMa TPUMAapHHU KJbyd — arpubyT (KOJIOHA) WM KoMOumHaImja arpubyTa Koja JeJHHCTBEHO UIACHTU(DUKY]je
Tabesy. OmepaTopu KOjU Cy Ha, pacloiaramky KOPUCHUIIMMA, 33 00paay Tabesa Cy TaKBHU Jia je BUXOB PEe3yJITar
yBEK HOBa Tabesa.

Bpeanoct y Ttabesm moxe 6utn m NULL, mro o3Ha9aBa 7a mojbe HEMa BPEIHOCT, OJHOCHO Ja OHA HUje
neduHucana. ¥ HACTABKY JajeMO IpuMep jejiHe Tabesie y OKBUPY pejanuoHe Oase.

Rbroj_U_Dnevniku Ime Prezime | Datum_Rodjenja
1 Vladimir | Andjelic 11.10.2004.
2 Jovana Guduric 22.08.2004.
3 Ana Jankovic 10.06.2004.
4 Nikola Petrovic 24.08.2004.
5 Uros Stefanovic 02.06.2004.

SQL je crammapuu je3wK 3a CKJIAJIUINITEHE, MAHUIYJIAINNA]Y W WCOIUTHBAKHE MOJAATaKa w3 0a3ze mojaTaka.
[Tpumep SQL ymuTa je y HACTABKY:

SELECT Ime, Prezime
FROM dnevnik
WHERE Ime = ”Ana”;

VY nmarom ymury u3 tabese 'dnevnik’ m3gBajaMo cBa MMeEHA W NIPE3WMEHA W3 PEIOBA ¥ KOJUM je BPEIHOCT WMEHA,
jennaxa 'Ana’.

Y xkomaumu SELECT ime, prezime onpehyjemo koje KosoHe U3aBajaMo.
Y komangm FROM dnevnik oapebhyjemo u3s xoje Tabene (wm tabesa) n3asajaMo KOJIOHE.
Y xomammun WHERE ime="Ana” 3a/ajeMo yclIoB U3/IBajambha.

YecTo je HEONMXOIHO Ja crojuMo jBe Tabese. Ilokakumo TO mpuMepoM.

tabela proseci tabela imena
Rbroj_U_Dnevniku | Prosek Rbroj_U_Dnevniku Ime_I_Prezime
1 3.55 1 Vladimir Andjelic
2 NULL 2 Jovana Guduric
6 5 5 Ana Jankovic
7 4.91 8 Nikola Petrovic
8 2.82 9 Uros Stefanovic

Komanna JOIN cnaja jiee Tabese npeko 3ajeguautdke Kosone. Ilocie napeibe ON HABOIUMO yCJIOB ClIajamba.
Tlorsemajmo pesymraT caeneher ymura.



SELECT proseci.Rbroj_U_dnevniku, Prosek, Ime_I_Prezime
FROM proseci JOIN imena ON proseci.Rbroj_U_Dnevniku = imena.Rbroj_U_Dnevniku;

Rbroj_U_Dnevniku | Prosek Ime_I_Prezime
1 3.55 | Vladimir Andjelic
2 NULL | Jovana Guduric
8 2.82 Nikola Petrovic

Komanna LEFT JOIN Bpaha cse 3amuce u3 sieBe Tabesie u ojiropapajyhe 3amnuce u3 jecHe tabesne. Pesynrar

je NULL ca necme cTpame ako HEMa TOLyIaPatha.

SELECT proseci.Rbroj_U_dnevniku, Prosek, Ime_I_Prezime
FROM proseci LEFT JOIN imena ON proseci.Rbroj_U_Dnevniku = imena.Rbroj_U_Dnevniku;

Rbroj_U_Dnevniku | Prosek Ime_I_Prezime
1 3.55 | Vladimir Andjelic
2 NULL | Jovana Guduric
6 5 NULL
7 4.91 NULL
8 2.82 Nikola Petrovic

Moryhe je ciojutu u Butie ox ase tabeme. To pagmMo TAKO IMITO PEIOM M3BPIIABAMO CIIAjamba.

Jare cy Tabese:

tabela city

Id City_Name Lat Long Country_Id

1 Berlin 52.520008 | 13.404954 1

2 Belgrade | 44.787197 | 20.457273 2

3 Zagreb 45.815399 | 15.966568 3

4 New York | 40.730610 | -73.935242 4

5 Los Angeles | 34.052235 | -118.243683 4

6 Warsaw 52.237049 | 21.017532 5

tabela customer

Id Customer_Name | City_Id | Customer_Address | Next_Call_Date Ts_Inserted
1 Jewelry Store 4 Long Street 120 2020-01-22 2020-01-09 14:01:20.000
2 Bakery 1 Kurfurstendamm 25 2020-02-22 2020-01-09 17:52:15.000
3 Cafe 1 Tauentzienstrasse 44 2020-01-21 2020-01-10 08:02:49.000
4 Restaurant 3 Nikole Tesle 15 2020-01-21 2020-01-10 09:20:21.000




tabela country

1d Country_Name Country_Name_Eng Country_Code
1 Deutchland Germany DEU
2 Srbija Serbia SRB
3 Hrvatska Croatia HRV
4 United States of America | United States of America USA
) Polska Poland POL
6 Espana Spain ESP
7 Rossiya Russia RUS

PezynTaT m3Bpmasama ynura

SELECT country.Country_Name_Eng, city.City_Name, customer.Customer_Name
FROM country
LEFT JOIN city ON city.Countryld = country.Id

LEFT JOIN customer ON customer.City_Id = city.Id;

je? [9 moena]

a)

Country_Name_Eng City_Name | Customer_Name
Croatia Zagreb Restaurant
Germany Berlin Bakery
Germany Berlin Cafe
United States of America | New York Jewelry Store

6)
Id Country_Name_Eng City_Name | Customer_Name
3 Croatia Zagreb Restaurant

1 Germany Berlin Bakery

1 Germany Berlin Cafe

4 | United States of America | New York Jewelry Store
B)

1d Country_Name_Eng City_Name | Customer_Name
4 Croatia Zagreb Restaurant

2 Germany Berlin Bakery

3 Germany Berlin Cafe

1 | United States of America | New York Jewelry Store




r)

Country_Name_Eng City_Name | Customer_Name

Croatia Zagreb Restaurant

Germany Berlin Bakary

Germany Berlin Cafe
Poland Warsaw NULL
Russia NULL NULL
Serbia Belgrade NULL
Spain NULL NULL

United States of America | New York Jewelry Store

United States of America

Los Angeles

NULL




‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SAJATAK 9. - BEINITAYKA WHTEJUTEHITNJA

Ayromarcko pacybhuBame je momobsacT BeITaYKe WHTEJWTEHIMjEe KOja Ce OCIaha, HA MaTEeMATHIKY
JIOTHKY V pa3BHjaiby aJropuTaMa W IporpaMa Koju ¢y cuocobHm ma ayromarcku pacybyjy. Hexkm om mpob-
JieMa KOju Ce MOTY PEeIIuTH OBMM MEeTOIOM Cy: Ja JIU HEKO TBpheme Baxu 3a cBe objexTe, Ha U MOCTOju
objekaT 3a KOju BaxKu JAaTO TBpheme HTI.

JIoruka mpBOT pela Mpe/CTaB/ha 'amapaT KOju Ce KOPUCTH Yy OKBUPY ayTOMaTCKOTr pacyhuBama, a IeH-
TpaJIHU TPoHJIEMHA KOJU Ce PeIlaBajy Cy HCIUTUBAILE 1 JIU je JaTa (pOPMYJIa TayTOJIOTH]a U 13, JIH ITOCTOJH BAJIY-
amuja y k0joj bopmysia mma BpemHOCT mauno. 1locroje nporpamu (pemasaun) 3a uumje je kopumlieme noTpeGHo
caMo mpernu3Ho (popmysucaTu npobiieM y TEPMUHUMA, JIOTUKE MPBOT PEJIA, a OHU T'a 3aTUM PEIIABAjy KOPHIII-
hemem meroma ayromarckor pacybhuBama. Y mnumcamy (POPMYJIa KOPUCTHMO: CKYyI MPOMEHJ/bUBUX, JIOTHIKE
KoHCTaHTe | (TadHo) u | (HeTadHO), JIOrWYKe BE3HWKE: HETaldjy, KOWYHKIM]Y, JUC]yHKIH]Y, AMIUIAKAIIA]Y 1
eKBUBAJICHIIM]Y, Ka0 U JBa KBaHTHpUKaropa: yHupep3auuu (V - 3a cBaku) W ersucrennujasinu (3 - mocroju).
[MTopet HaBeIeHNX KOMIIOHEHTH, Y TIPUMEPUMA U Y 33/IaTKy KopucTuhiemo n npeaukarcke (peaanujcke) cumboae,
Hp. covek(x) 3Haun 'x je 4yosek’, lep(dan) 3maum ’nmam je sen’, jede(Ana, jabuka) smaum ’'Ana jeme jabyky’.
[Tpumep 3anucuBama npobiaeMa y TEPMUHUME, JIOTUKE MPBOT PeIa:

Csaxu nac je dobap.

Yeodumo npeduramceke cumbone:
p(x) : x je nac
d(x) : x je dobap

Peweme: (Vx)(p(x) = d(x))

MehyTum, na 6u nporpam (y OBOM Ciydajy Kao OpEMEP KOPHCTUMO MpOrpaM Vampire) pasymeo Hairy
dopMyITy, MOpPaMO je MPEeBeCTH Y MOrOIaH (bopMaT Kopucre ce crenehe oznake: ymecto V KOpUCTH ce !, HIIp.
'3a cBako x’ numemo ![X] :, '3a cBako x u y’ mumemo ![X, Y] :, ymecro 3 kopuctuMo ?, na CJIMYHO HUIIEMO
‘mocroje x u 'y’ kao 7[X,Y] :, O3uake JOrMIKuUX OnEpaATOPA CY:

e Komjymkmmja &

o Jlucjyukiuja |

e Heramnuja ~

o NMmmkamuja =>

o DLxpupanenmumja <=>

TIperxomau mpumep 6ucmo y oBoj dhopmu Hamuca n Ha ciaegehn maann
X : (p(X) => d(X))

Bam 3agaTtak je ma 3a cBaKy Ol PEUCHHUIA JATAX y HACTABKY OJAPEIWTE KOjU 3aIucC jOj 0AroBapa:

(a) BuarHu u cpebpHU HAKUT je BpeJaH. [3 moeHa]

—~

a) [X] : (vredan(X) => (zlato(X) | srebro(X)))

6) ![X] : ((zlato(X) & srebro(X)) => vredan(X))

B) ?[X] : ((zlato(X) & srebro(X)) => vredan(X))
)

I[X] : ((zlato(X) | srebro(X)) => vredan(X))



(6) Hucy cpu xumau janu Xjajgau. [3 moeHa]
a) 1[X] : (kisa(X) & ~ hladan(X))

6) ![X] : (~ kisa(X) => hladan(X))

B) 7[X]: (kisa(X) & ~ hladan(X))

r) ?7[X]: (~ kisa(X) => hladan(X))

(B) TwurpoBw n JIABOBM HalaJajy ako Cy TJIaJHU WJIM yrpoxkeHu. [3 moeHa]

a) ![X] : ((tigar(X) &lav(X)) => ((gladan(X) | ugrozen(X)) => napada(X)))
6) ![X] : ((tigar(X) [lav(X)) => ((gladan(X) | ugrozen(X)) => napada(X)))
B) ![X] : ((tigar(X) & lav(X)) => (napada(X) => (gladan(X) | ugrozen(X)))
£) 1X] : ((tigar(X) |1av(X)) = ((gladan(X) | ugrozen(X)) & napada(X)))



‘ CTYOEHTCKA YHUJA Punamto rakMudere mudpa
Z MATEMATUYAPA[REE Algorithm 2022

SATATAK 10. - IIPEBOBEIE IIPOIPAMCKUX JE3UKA

Konaunu ayromarn omucyjy dopmasim3am rnmomMohy Kojer MOXKeMO IPOBEPUTH Jla JIM HEKa DPeY IPHTIAIA
onipehenom peryiapHoM je3uky. WiyctpyjmMo dbyHKIMOHMCA,e KOHAYHUX ayTOMaTa ciefelinM mpuMepoM:

Oro je npumep jegnor gerepMUHECTHUKOT KoHauHor ayromara (JIKA). Fhemy oarosapa perynapum uspas
(abxa)+. Perymapuu wzpasu mpeicTaBbajy “mabiaoH” 1O KOjeM ce MpPeTparxKyjy CTPUHTOBH. Y peryjapHuM
n3paszuma cumbour * o3HavYaBa Ja ce u3pal nonasspa () miam Buile myrta, 0K cuMbos 4 O3HAYaBa Ja ce n3pal
moHaBsba 1 wim Buine myTa. CuMbosiv ce oJHOCE caMO HA MOCTEIHU KAPAKTEP, a4 aKO XKEJUMO JIa Ce OJHOCH
Ha, BHUINIE KapakTepa, norpebuo je ma wx craBuMo y 3arpajay. Ha mpumep, perymapum m3pa3 abx he mpomahu
crpunr abb, nok mehe nponahu crpunr abab. Crpunr abab Moxe na ce onwmine u3pa3om (ab)x

Konauam ayTomar je IuCKpeTHH MATEMATHIKHA MOZE/ KOJH €€ CACTOjU O, KOHAYHOT Opoja crama (mpu uemy
ce YHyTpAIlllba CTalkha 03HAYABAjJY KPYTOM, a 3aBPIIHA CTaka JYIUIMM KPYrom), npesia3a uamely tux crama u
akmuja koje obapspa. IloderHo crame je 03HAYEHO CTPEJIMIIOM KOja BOJU M3 O3HaKe start.

Konaune ayromare ymnorpebipbaBaMo Kako OucMo mpoBepwsu Jia Jjim ojpehenu crpunr npunajsia jesmky,
OJIHOCHO J1a Jin oJrosapa ojpehenom perysiapHom uspasy.

IIpumenumo oBaj ayromar HaJI cTpuHroM abaaa Kako 6ucmo mpoBepmn Ja Jim mpunaga jesuky. Kpehemo
U3 TIOYUETHOT cTama (), Hamaa3uMo Ha KapaKTepP ¢ KOjU YUTaMO W TpeJia3uMo y ctame 1. Hakon Tora, HamrazuMo
Ha KapakTep b Koju auTamMo u mpesia3uMo omner y ctame 1. Hakom Tora, Hanmazmmo Ha KapakTep ¢ KOjUu IUTaMO
¥ TIpeJIa3uMo y cTame 2. Y HACTaBKy 4YUTaMO a, BpahaMmo ce y crame 1, YuTaMo ¢ U IPeIa3uMo y CTambe 2.
[Torrro cMoO 3aBpIuy y cTamy 2, OHIA MOXKEMO /13 IPUXBATUMO 3aJIaTy Ped jep je cTame 2 3aBPIImHO.

[Ipumenumo uctu ayromar HaJ, HUCKOM aaa. Kpehemo u3 noderHor crama (0, HAMJIA3MMO HA KapakTep a
KOJU YMTAMO W MPEJIA3MMO Y CTarhe |, 3aTUM YATAMO ¢ M MPEJIA3UMO Y CTamke 2, TIOHOBO YMTAMO KaPAKTEp ¢ u
Bpahamo ce y crame 1, aan KaKO CMO 3aBpIMAIN ¥ CTamy 1, a TO cTame HUje 3aBPIIHO CTaibe, 33aTa ped He
Mozke Outu npuxsahena.

HampraTn KOHAYHE ayTOMAT 3a peryjapHu u3pa3 (IeTa/bHO 06pa3ioKkuTh oJAroeop) [14 moenal

aab*(ab)+a



