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Zadatak 1. - Linearna algebra

Linearna algebra je matematiqka oblast koja se bavi izuqava�em linearnih pojava u matematici.
Ranije ste se ve� susreli sa centralnim pojmom u linearnoj algebri - vektorom i to najqex�e sa �egovom
geometrijskom interpretacijom kao usmerene du�i koja ima svoj poqetak i kraj (samim tim pravac i
smer) i intenzitet (tj. du�inu). Me�utim, postoji i algebarska interpretacija vektora, a najlakxe
�emo tu interpretaciju objasniti uvo�e�em pojma vektorskog prostora (nad po	em realnih brojeva):

Definicija. Neka je V neprazan skup i neka je definisano preslikava�e +: V × V → V (ovu
operaciju nazivamo sabira�em vektora) kao i preslikava�e · : R×V → V (ovo dejstvo nazivamo mno�e�e
vektora skalarom) tako da za va�i:

1. Za sve v, u ∈ V je v + u ∈ V - zbir dva vektora je vektor.

2. Za sve v, u, w ∈ V je (v + u) + w = v + (u+ w) - sabira�e vektora je asocijativno

3. Postoji e ∈ V tako da za svako v ∈ V va�i v+e = e+v = v - postoji nula vektor (qijim dodava�em
se nixta ne me�a)

4. Za svako v ∈ V postoji −v ∈ V tako da v + (−v) = (−v) + v = e - za svaki vektor postoji �egov
suprotan vektor

5. Za sve u, v ∈ V je u+ v = v + u - redosled sabira�a vektora nije bitan

6. Za sve λ ∈ R i sve v, u ∈ V je λ · (u + v) = λ · c + λ · v - distributivnost sabira�a vektora prema
mno�e�u vektora skalarom

7. Za sve λ, µ ∈ R i sve v ∈ V je (λ + µ) · v = λ · v + µ · v - distributivnost sabira�a vektora prema
mno�e�u vektora skalarom

8. Za sve λ, µ ∈ R i sve v ∈ V je λ · (µ · v) = (λµ) · v - mno�e�e vektora skalarima je jednako mno�e�u
vektora proizvodom skalara

9. Za sve v ∈ V je 1 · v = v - mno�e�e jedinicom ne me�a vektor

Elemente skupa V nazivamo vektorima dok elemente skupa R nazivamo skalarima.
Posmatrajmo sada skup V = R2 i neka je (x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2) kao i λ · (x1, x2) =

(λx1, λx2). Ovako definisan V i operacija sabira�a kao i dejstvo mno�e�a jeste jedan vektorski
prostor. Zaxto su nam vektori tj. vektorski prostori korisni? Vrlo lako mo�emo zapisivati odre�ene
informacije pomo�u �ih - na primer ukoliko skup	amo informacije o stanovima i to o ceni stana
i �egovoj povrxini, te informacije mo�emo zapisati kao vektor u R2 gde je prva komponenta cena
stana, a druga �egova povrxina. Ovde �emo na primeru prostora polinoma najvise tre�eg stepena
idejno prouqiti osobine vektorskih prostora. Vektorski prostor polinoma najvixe tre�eg stepena je
R3[x] = {p|p(x) = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3, ai ∈ R} sa definisanim operacijama sabira�a vektora

(a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3) + (b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3) = (a0 + b0) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x
2 + (a3 + b3)x

3

i mno�e�e vektora skalarom

λ · (a0 + a1x+ a2x
2 + a3x

3) = λa0 + λa1x+ λa2x
2 + λa3x

3

(a) Svaki vektorski prostor ima svoju bazu. Xta je baza? To je skup linearno nezavisnih vektora
{e1, e2, . . . , en} (to znaqi da se nijedan vektor iz baze ne mo�e izraziti u vidu linearne kombinacije
ostalih vektora iz te baze tj. ne mo�e se desiti da e1 = λ2e2 + . . . λnen) takav da se svi vektori
iz datog vektorskog prostora mogu zapisati u vidu v = λ1e1 + λ2e2 + . . . + λnen. U vektorskom
prostoru polinoma najvixe tre�eg stepena jedna baza je (1, x, x2, x3). Baza vektorskog prostora



nije jedinstveno odre�ena, ali znamo da su sve baze istobrojne i ta veliqina zove se dimenzijom
vektorskog prostora. U naxem sluqaju, dimenzija vektorskog prostora polinoma stepena najvixe
tre�eg stepena je 4. Dati su skupovi polinoma:

E1 = (1 + x, x+ x2, x2 + x3, 1 + 3x+ 3x2 + x3), E2 = (x, 1 + x2, 3x+ x3, x3),

E3 = (x+ x2, 1 + x3, x2 − x, 1− x3)

Me�u skupovima E1, E2, E3 bazi vektorskog prostora polinoma stepena najvixe 3 ima? [4 poena]

a) 0; b) 1; v) 2; g) 3;

(b) Kada odredimo bazu e datog vektorskog prostora, mo�emo dokazati da je reprezentacija nekog
vektora v preko vektora baze jedinstvena. Koeficijenti λ1, λ2, . . . , λn koji se nalaze uz vektore
iz baze e1, e2, . . . en nazivaju se koordinatama vektora v u bazi e i pixemo [v]e = (λ1, λ2, . . . , λn).
Jasno [v]e + [u]e = [v + u]e kao i λ[v]e = [λ · v]e. U naxem primeru, koordinate vektora 1 + x+ 3x3 u
bazi (1, x, x2, x3) su (1, 1, 0, 3). Data je baza vektorskog prostora polinoma najvixe tre�eg stepena
e = (1, 1 + x, 1 + 2x+ x2, 1 + 3x+ 3x2 + x3). Ako su (a, b, c, d) koordinate vektora 1 + 2x+ 4x2 + 8x3

u ovoj bazi (koeficijent a odgovara vektoru 1, koeficijent b odgovara vektoru 1 + x itd.), tada je
vrednost izraza a+2b+3c+4d jednaka? (Pomo�: postavite sistem linearnih jednaqina i rexite ga
Gausovom metodom ili odredite koordinate vektora 1, x, x2, x3 pa na�ite koordinate datog vektora)
[5 poena]

a) 0; b) 1; v) 2; g) 3;
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Zadatak 2. - Matematiqka analiza

Analiza je matematiqka oblast koja se bavi izuqava�em graniqnih procesa i beskonaqno malih
veliqina. Verovatno ste quli za pojmove kao xto su integral, izvod ili limes (graniqna vrednost).
Najbitniji pojam u analizi jeste pojam funkcije tj. preslikava�a sa kojim ste se susreli u sred�exkol-
skom obrazova�u. U analizi uobiqajeno posmatramo kako se neka funkcija jedne realne promen	ive
ponaxa u "okolini neke taqke a". Pod "okolinom neke taqke a" mislimo na taqke koje se nalaze na
nekom (malom) rastoja�u od taqke a (setite se - matematiqka analiza izuqava male veliqine). Na
primer, interval (1.95, 2.05) jeste okolina taqke 2. Me�utim, pomenuli smo pojam rastoja�a jedne taqke
od druge taqke - u skupu realnih brojeva R je prirodno posmatrati rastoja�e dve taqke tj. dva broja
a i b kao apsolutnu vrednost �ihove razlike |a − b| - rastoja�e brojeva 2 i 2.05 je |2 − 2.05| = 0.05.
U skupu R2 koji mo�emo posmatrati kao ravan, rastoja�e merimo Pitagorinom teoremom - rastoja�e
taqaka A(x, y) i B(z, t) je

√
(x− z)2 + (y − t)2 - nacrtajte sliku!

Ova rastoja�a izme�u taqaka skupa R i R2 su nam intuitivno jasna i popriliqno poznata iz svakod-
nevnog �ivota. Kako u matematici uvek te�imo opxtosti tj. univerzalnosti, qesto pokuxavamo da
merimo i rastoja�e izme�u neke dve taqke (tj. neka dva elementa) proizvo	nog skupa X. Posmatrajmo
osobine rastoja�a

√
(x− z)2 + (y − t)2 izme�u taqaka A(x, y) i B(z, t) u R2: 1. rastoja�e je nenegativno

i jednako je 0 ako i samo ako merimo rastoja�e neke taqke od same sebe; 2. rastoja�e od A do B je
jednako rastoja�u od B do A; 3. rastoja�e od taqke A do B je ma�e nego zbir rastoja�a taqaka A i B
od neke taqke C(p, q) u R2. Sada mo�emo na proizvo	nom skupu X odrediti uslove da neka funkcija
d : X ×X → R bude rastoja�e tj. metrika (d je od engleskog distance)

Definicija. Neka je X proizvo	an (neprazan) skup. Funkcija d : X × X → R je metrika na
skupu X ako zadovo	ava slede�a svojstva:

1. Pozitivna definistnost i nedegenerisanost: Za sve x, y ∈ X je d(x, y) ≥ 0 i d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y

2. Simetriqnost: Za sve x, y ∈ X je d(x, y) = d(y, x)

3. Nejednakost trougla: Za sve x, y, z ∈ X je d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)

Tada ka�emo da je (X, d) jedan metriqki prostor.

(a) Neka je X = R3. Kao i u R2, metriku na R3 mo�emo definisati euklidskim rastoja�em:

d((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 + (x3 − y3)2.

Me�utim na istom skupu mo�emo definisati vixe metrika (mere�a rastoja�e ne mora biti jedin-
stveno). Neka su date funkcija d1, d2, d3 : R3 × R3 → R definisane sa:

d1((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = |x1 − y1 + x2 − y2 + x3 − y3|

d2((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|+ |x3 − y3|

d3((x1, x2, x3), (y1, y2, y3)) = log(1 + (x1 − y1)
2)

Od ovih funkcija, metrika na skupu R3 ima? [3 poena]

a) 0; b) 1; v) 2; g) 3;

(b) U metriqkom prostoru (X, d) za a ∈ X i r > 0 definixemo skup B(a, r) koji zovemo otvorenom
kuglom sa

B(a, r) = {x ∈ X|d(x, a) < r}

Ovaj pojam nam poma�e da definixemo pojam otvorenog tj. zatvorenog skupa u metriqkom prostoru
X. Skup A ⊆ X je otvoren ako za sve taqke a ∈ A postoji otvorena kugla B(a, r) (tj. postoji



r > 0) tako da B(a, r) ⊆ A. Skup A ⊆ X je zatvoren ako je X \ A otvoren. Ako je X = R2

gde je metrika d((x1, x2), (y1, y2)) =
√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 ovaj skup je krug sa centrom u taqki

a(a1, a2) i polupreqnikom r, bez taqka sa kru�nice. U ovom metriqkom prostoru su dati skupovi
A1 = {(x, y)|y = 2x + 1}, A2 = {(x, y)||x| + |y| < 1}, A3 = [0, 3] × (−1, 1), A4 = B((0, 0), 3) \ {(0, 0)}.
Me�u ovim skupovima otvorenih u (X, d) ima: [3 poena]

a) 0; b) 1; v) 2; g) 3;

dok zatvorenih ima: [3 poena]

a) 0; b) 1; v) 2; g) 3;
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Zadatak 3. - Statistika

Statistika je nauka o podacima. Bavi se �ihovim prikup	a�em i analizom, prezentova�em i
zak	uqiva�em, kao i donoxe�em odluka. Osnovni zadatak statistiqara je da predlo�i odgovaraju�i
matematiqki model kojim bi se podaci adekvatno opisali, nakon qega je mogu�e vrxiti da	e analize i
predvi�a�a.

Populacija je skup jedinki qije karakteristike izuqavamo. Karakteristike koje su predmet izuqa-
va�a nazivamo obele�jima. O �ima najqex�e saznajemo na osnovu nekog podskupa populacije koji
nazivamo uzorak. Ukoliko se podskup bira nasumiqno (svaki podskup ima neku verovatno�u da bude
izvuqen) govorimo o sluqajnom uzorku. Pored sluqajnosti �egova bitna osobina je reprezentativnost.
Potrebno je da na osnovu �ega mo�emo zak	uqiti o qitavoj populaciji, kao i da odabir qlanova uzorka
ne zavisi od vrednosti obele�ja tih qlanova. Ako je X posmatrano obele�je, sa X1, X2,...,Xn �emo
oznaqiti sluqajan uzorak.

Pred vama se u nastavku nalazi jedan eksperiment i potrebno je pro�i kroz neke od osnovnih koraka
u statistiqkoj analizi. Posmatrajmo ukupne poene na prijemnom ispitu za Matematiqki fakultet Uni-
verziteta u Beogradu 55 sluqajno izabranih uqenika sred�ih xkola u Srbiji. (Podaci su sortirani)

37.56 39.24 50.59 50.71 52.91 53.30 53.34 55.54 56.92 58.47 58.69

59.38 62.59 62.68 64.18 65.01 66.88 66.96 67.27 67.30 67.62 68.23

68.86 68.98 69.44 69.48 70.17 70.58 71.51 72.12 72.95 74.31 74.78

74.99 75.63 76.15 77.36 78.17 78.26 78.41 79.24 79.35 79.71 80.20

80.41 81.10 82.29 82.52 82.81 83.91 83.97 84.91 90.14 90.26 95.46

(a) U preliminarnoj analizi poma�e nam grafiqki prikaz obele�ja. Za prikaz numeriqkog obele�ja
koriste se histogrami. Za prav	e�e histograma potrebno je da uzorak grupixemo u kategorije
(intervale), tako da svaki element uzorka pripada taqno jednoj kategoriji i odredimo broj eleme-
nata iz uzorka koji se nalazi u svakoj od kategorija. O broju i polo�aju kategorija odluqujemo mi
kao statistiqari, a preporuka je da imamo barem 5 kategorija i da je broj kategorija ⌊log2 n⌋+ 1,
gde je n obim uzorka. Veliqinu kategorija odre�ujemo na osnovu raspona uzorka R = X(n) −X(1).
Sa X(k) se oznaqava k-ti po redu element sortiranog uzorka. Zatim, ukoliko imamo k kategorija,

�ihova pribli�na veliqina je R
k . Histogram upravo predstav	a grafiqi prikaz uqestalosti po

kategorijama. Ukoliko su na y-osi frekvencije govorimo o histogramu apsolutnih frekvencija,
a ukoliko je prikazan taj broj pode	en sa veliqinom uzorka govorimo o histogramu relativnih

frekvencija, dok ukoliko je to jox pode	eno i sa veliqinom kategorija, govorimo o histogramu

gustine. Histogram gustine za posmatrani uzorak ukupnog broja poena na prijemnom ispitu dat
je sa: [3 poena]

a) b) v) g)

(b) Slede�i korak statistiqke analize je identifikacija autlajera. Pod pojmom autlajeri podrazumevamo
qlanove uzorka koji se ne uklapaju u postoje�i statistiqki model. Predstavimo sada naxe podatke
kutijastim dijagramom (eng. boxplot).



Uvodimo oznake:

• Uzoraqka medijana je me = X(k+1) ako je n = 2k + 1 odnosno me =
X(k)+X(k+1)

2 ako je n = 2k;

• q1 i q3 su prvi i tre�i kvartil. Ako je n = 2k + 1, onda je q1 uzoraqka medijana niza
X(1),...,X(k+1), a q3 uzoraqka medijana niza X(k+1),...,X(2k+1). Sa druge srane, ako je n = 2k,
onda je q1 uzoraqka medijana niza X(1),...,X(k), a q3 uzoraqka medijana niza X(k+1),...,X(2k);

• IQR = q3 − q1 je interkvartilno rastoja�e;

• f1 = q1 − 1.5 · IQR, f3 = q3 + 1.5 · IQR;

• F1 = q1 − 3 · IQR, F3 = q3 + 3 · IQR;

• a1 je najma�i element uzorka koji je ve�i od f1, a3 je najvec� element uzorka koji je ma�i od
f3;

Elementi uzorka koji su izme�u f1 i F1, odnosno f3 i F3 su blagi autlajeri, dok su oni izvanih
ovih granica pravi autlajeri.

Kutijasti dijagram posmatranog uzorka za ukupan broj poena na prijemnom ispitu dat je na slici:
[3 poena]

a) b) v) g)

(v) Za kraj ovog statistiqkog istra�iva�a upozna�emo se sa testira�em statistiqkih hipoteza o
vrednostima parametara. Osnovni elementi svakog statistiqkog testa su nulta hipoteza (H0)
i alternativna hipoteza (H1) (hipoteza koja se prihvata ukoliko odbacujemo H0). Na naxem
uzorku poena sa prijemnog ispita �elimo da testiramo hipotezu H0 : m = 71, gde je m medijana
koju ima obele�je X. Uvodimo oznaku T =

∑n
i=1 I{Xi > 71}, pri qemu je I indikator, te va�i

I = 1, ukoliko je ispu�en uslov Xi > 71, a inaqe I = 0. Ukoliko je nulta hipoteza taqna broj
qlanova uzorka koji su ma�i od 71 treba da bude pribli�no jednak broju koji su ve�i, odnosno,
ako na osnovu uzorka va�i |T − n

2 | < 1, onda zak	uqujemo da je nulta hipoteza H0 taqna. Koji od
slede�ih iskaza je taqan: [3 poena]

a) Ne odbacujemo nultu hipotezu H0 : m = 71.

b) Prihvatamo alternativnu hipotezu H1 : m ̸= 71.

v) Prihvatamo alternativnu hipotezu H1 : m ≥ 71.

g) Prihvatamo alternativnu hipotezu H1 : m ≤ 71.
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Zadatak 4. - Numeriqka matematika i optimizacija

U svakodnevnom �ivotu, kada obra�ujemo neke podatke to radimo na nekom diskretnom skupu podataka
tj. nad konaqno mnogo podataka. Ove podatke koristimo na odre�eni naqin da pribli�no odredimo xta
se dexava van tog diskretnog skupa podataka - primer za to je interpolacija funkcije.

Interpolacija podrazumeva da polaznu funkciju f(x) qije vrednosti znamo u konaqnom broju taqaka
x1, x2, . . . , xn zamenimo nekom drugom, interpolacionom funkcijom, qije se vrednosti poklapaju sa vred-
nostima polazne funkcije na datom diskretnom skupu taqaka.

Ka�emo da funkcija g(x) interpolixe funkciju f(x) ako je

g(xk) = f(xk), k = 0, . . . n

Taqke x0, . . . , xn naizvaju se qvorovi interpolacije (i poznate su nam vrednosti f(xk)). Ako je funkcija
g(x) polinom stepena n, ona se naziva interpolacioni polinom stepena n funkcije f(x).

Lagrange-ov interpolacioni polinom stepena n funkcije f(x) odre�en qvorovima interpolacije
x0, . . . , xn za xi ̸= xj , je

Ln(x) =

n∑
i=0

 n∏
j=0
j ̸=0i

x− xj
xi − xj

 f(xi) =

n∑
i=0

(
x− x0
xi − x0

· x− x1
xi − x1

· · · x− xi−1

xi − xi−1
· x− xi+1

xi − xi+1
· · · x− xn

xi − xn

)
f(xi)

Oznaka
n∑

i=0
predstav	a sumu n+ 1 elemenata tj. a0 + a1 + . . .+ an, dok

n∏
j=0
j ̸=i

aj predstav	a proizvod svih

aj , za j ̸= i, tj. a0 · a1 . . . · ai−1 · ai+1 · . . . · an.
Svaki Lagrange-ov interpolacioni polinom je jedinstven, to znaqi da ukoliko bi postojao jox jedan

Lagrange-ov interpolacioni polinom Ln funkcije f(x) va�ilo bi Ln(x) = Ln(x)

(a) Za fiksirano n ∈ N neka su x0, . . . , xn qvorovi interpolacije. Definiximo funkcije lk : R → R
za k = 0, . . . n na slede�i naqin:

lk(x) =
n∏

j=0
j ̸=k

x− xj
xk − xj

ψ(xj) za k = 0, . . . , n gde je ψ(x) =

{
e−3, x0 ≤ x ≤ xn

0, inaqe

Koriste�i definiciju i osobine Lagrange-ovog polinoma, koliko iznosi
n∑

k=0

lk(x)? [3 poena]

a) 0; b) e−3; v) e−3n; g) 1;

(b) Ukoliko nam unapred nije poznata funkcija koju interpoliramo, ve� samo �ene vrednosti u
qvorovima interpolacije, i da	e je mogu�e odrediti 'pribli�nu' vrednost funkcije u nekoj
proizvo	noj taqki korix�e�em Lagrange-ovog polinoma. Tako za neku vrednost x, formira�em
interpolacionog polinoma, odre�ujemo vrednost u toj taqki kao Ln(x).

Me�utim, qesto se dexava da imamo vrednost funkcije y = f(x) ali nam je nepoznata vrednost x.
Tako�e i ovde mozemo primeniti interpolacioni polinom kako bismo pronaxli vrednost x, samo
sada posmatramo vrednosti yj = f(xj) kao qvorove interpolacije. (zadatak je na slede�oj strani)



Neka je data tabliqno zadata funkcija f(x)

x 2 2.5 3.5 4.0

y = f(x) 0.9093 0.5985 −0.3508 −0.7568

Nula tabliqno date funkcije f(x), ukoliko postoji, zaokru�ena na dve decimale je: (pomo�: da
bi dobili taqan rezultat, me�urezultate raqunajte na 4 decimale) [3 poena]

a) 3.14; b) 3.15; v) 3.16; g) nema nule;

(v) U ovom delu razmatra�emo tehniku optimizacije. Ci	 optimizacije je prona�i ekstremnu tj.
najma�u/najve�u vrednost funkcije ci	a na nekom skupu. Skup na kome posmatramo funkciju
ci	a mogu�e je definisati funkcijama ograniqe�a.

Ekstremnu vrednost funkcije f(x1, x2) odre�ujemo tako xto prvo nalazimo par (x1, x2) za koji va�e
data ograniqe�a (takvih taqaka mo�e biti puno), a nakon toga �elimo da vrednost same funkcije
ci	a u toj taqki bude maksimalna.

Prona�i vrednost rexe�a optimizacionog zadatka na skupu celih brojeva

max f(x1, x2) gde f(x1, x2) = −x1 + 4x2

pri ograniqe�ima [3 poena]

−10x1 + 20x2 ≤ 22

5x1 + 10x2 ≤ 49

x1 ≤ 5

x1, x2 ≥ 0

a) 7; b) 8.2; v) 8; g) 6;
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Zadatak 5. - Geometrija

U geometriji, potencija taqke govori o uda	enosti neke taqke od neke kru�nice. Ako neka prava
koja sadr�i taqku P seqe krug k(O, r) u taqkama A i B, tada je potencija taqke P u odnosu na krug

k data sa p(P, k) =
−→
PA ·

−−→
PB = PO2 − r2 i ne zavisi od izbora prave. (

−→
PA ·

−−→
PB je standardni skalarni

proizvod vektora
−→
PA i

−−→
PB). Potencija taqke P je ve�a, ma�a ili jednaka nuli u zavisnosti od toga da

li se taqka nalazi u spo	ax�osti, unutrax�osti kruga ili na krugu.
Geometrijsko mesto taqaka ravni koje imaju jednake potencije u odnosu na dva kruga k1(O1, r1) i

k2(O2, r2) je prava koja se zove radikalna ili potencijalna osa.
Radikalna osa je upravna na pravoj O1O2. Radikalne ose tri kruga neke ravni su ili paralelne ili

se seku u jednoj taqki. Ukoliko se seku, preseqnu taqku nazivamo radikalnim centrom tih krugova.

Neka je k kru�nica opisana oko oxtrouglog trougla ABC, (AC < BC). Simetrala ugla ∠ACB
seqe pravu AB u taqki L, taqka M je sredixte luka AB kru�nice k na kojem se nalazi i tacka C, a
I je centar upisane kru�nice trougla ABC. Kru�nica k seqe po drugi put pravu MI u taqki K i
kru�nicu sa preqnikom CI u H. Kru�nica opisana oko trougla CLK seqe AB ponovo u T .

(a) Neka simetrala ugla ∠ACB seqe k u taqki N . Odrediti ∠NKC + ∠CKT. [3 poena]

(b) Dokazati NA = NB = NI. Zatim pokazati △NAL ∼ △NAC i △NIT ∼ △NKI. [7 poena]

(v) Neka je k1 kru�nica opisana oko trougla ABI i k2 kru�nica sa preqnikom CI. Odrediti
radikalni centar kru�nica k, k1 i k2, pa dokazati da su taqke T , H i C kolinearne. [4 poena]
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Zadatak 6. - Algoritmi i strukture podataka

Stek predstav	a strukturu podataka baziranu na principu LIFO (Last InFirstOut). Dve osnovne
operacije za rad sa stekom su push i pop. Operacijom push dodaje se element na vrh steka, dok se
operacijom pop skida element sa vrha i, zavisno od implementacija, vra�a koji je to element bio.

Primer: Trenutni sadr�aj steka je: 1 2 3 4 5, gde je 1 element koji je na vrhu. Ako operacijom push
dodamo broj 6 na vrh steka, �egov sadr�aj �e biti: 6 1 2 3 4 5, ako zatim primenimo operaciju pop, broj
6 se ukla�a sa vrha steka i �egov sadr�aj postaje 1 2 3 4 5, ako bismo ponovo primenili operaciju pop,
stek bi izgledao ovako: 2 3 4 5.

Naqin zapisiva�a izraza u matematici na koji smo navikli podrazumeva da se znak operacije nalazi
izme�u dva operanda (primeri: 2+4, 2∗ (3+4))) i naziva se infiksna notacija. Postfiksna notacija je
naqin zapisiva�a izraza u kome se znak operacije navodi posle operanada (prethodni primeri postfik-
snom notacijom bili bi zapisani kao 24+ i 234+ ∗. Vrednost postfiksno zapisanih izraza jednostavno
se izraquvana korix�e�em steka. Kada u izrazu nai�emo na broj (jednostavnosti radi, podrazumeva�emo
da su brojevi jednocifreni i u primeru i u zadatku koji sledi), postav	amo ga na vrh steka, na �ih
prime�ujemo operator, skidamo dva broja sa vrha steka, na �ih prime�ujemo operator i rezultat doda-
jemo na vrh steka. Primer: ako nam je dat postfiksno zapisan izraz 234 + ∗, na stek se prvo dodaju 2 i
3, pa je sadr�aj steka 3 2, zatim nailazimo na broj 4 i �ega dodajemo na vrh steka qiji je sadr�aj sada
4 3 2, slede�i u izrazu je plus, pa skidamo 4 i 3 sa vrha steka, izraqunavamo vrednost izraza 4 + 3 i
dodajemo na vrh steka, pa sada na steku imamo: 7 2. Da	im prolaskom kroz izraz nailazimo na operand
∗, skidamo 7 i 2 sa vrha steka, mno�imo ih i dobijamo konaqan rezultat 14 koji postav	amo na vrh steka.

Pred vama je izraz napisan u postfiksnoj notaciji

257 + ∗83 ∗+346 ∗++

(a) Reprezentacija datog izraza u infiksnoj notaciji je? [4 poena]

a) 2 + 5 ∗ 7 + 8 ∗ 3 + 3 ∗ (4 + 6)

b) (2 + 5) ∗ 7 + 8 ∗ 3 + (3 ∗ 4 + 6)

v) 2 ∗ (5 + 7) + 8 ∗ 3 + (3 + 4 ∗ 6)
g) 2 ∗ (5 + 7) + 8 ∗ 3 ∗ (3 + 4 + 6)

(b) Zbir brojeva koji se nalaze na steku nakon 10. operacije izvrxene nad stekom je? (pod operacijom
nad stekom u ovom kontekstu mislimo na dodava�e broja na vrh steka ili na skida�e dva broja i
dodava�e �ihovog zbira tj. proizvoda na vrh steka - 3 4 5 → 2 3 4 5 je jedna operacija nad stekom
kao i 3 4 5 → 12 5) [5 poena]

a) 48; b) 49; v) 50; g) 51;
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Zadatak 7. - Konstrukcija i analiza algoritama

Prost graf ili samo graf je ure�eni parG = (V,E) koji se sastoji od skupa V qije elemente nazivamo
qvorovi i skupa E koji qine dvoqlani podskupovi skupa qvorova, a qije elemente nazivamo grane. Grane
se uglavnom sastoje iz dva qvora, mada postoje i grane qija su oba kraja isti qvor (pet	e). Graf mo�e
biti usmeren i neusmeren. Kod usmerenih grana, grane su predstav	ene kao ure�eni parovi qvorova tj.
odre�eni su poqetak i kraj grane - ove grane crtamo strelicama u pravcu usmere�a (od poqetka ka kraju),
dok se kod neusmerenih grafova, grane crtaju obiqnim linijama. Grafovi predstav	aju jako va�ne
strukture podataka u informatici i koriste se za rexava�e mnogih problema. Reprezentacija grafova
u raqunarstvu je najqes�e uz pomo� lista povezanosti. Svakom qvoru se pridru�uje lista qvorova do
kojih postoji direktna grana iz tog qvora. Za dva qvora ka�emo da su povezani ukoliko postoji put
izme�u �ih. Za graf ka�emo da je povezan ukoliko su svi qvorovi tog grafa povezani (postoji put
izme�u bilo koja dva qvora a ne nu�no grana). Povezanost qvorova je jedna relacija ekvivalencije
definisana na grafu. Klase ekvivalencije u odnosu na tu relaciju nazivamo komponentama povezanosti
(npr. postojale bi dve komponente povezanosti kada bi se sa grafa sa slike uklonila grana (4, 5)).
Osnova za svaki algoritam sa grafovima je obilazak grafa. Dve najpoznatije vrste obilazaka su u
oblizak u xirinu (BFS oblizak) i u dubinu (DFS). Oba algoritma garantuju da �e svaki qvor biti
pose�en ukoliko je polazni graf povezan.

(a) Koji od slede�ih ponu�enih lista povezanosti odgovara grafu sa slike: [3 poena]

a) 1 → 3, 4
2 → 5, 6
3 → 1, 4, 7
4 → 1, 3, 7, 5
5 → 4, 2, 8
6 → 2, 8
7 → 3, 4
8 → 5, 2, 6

b) 1 → 3, 4
2 → 5, 8, 6
3 → 1, 4, 7
4 → 1, 3, 7, 5
5 → 4, 2, 8
6 → 2, 8
7 → 3, 4, 1
8 → 5, 2, 6

v) 1 → 3, 4
2 → 5, 8, 6
3 → 1, 4, 7, 5
4 → 1, 3, 7
5 → 4, 2, 8
6 → 2, 8
7 → 3, 4
8 → 5, 2, 6

g) 1 → 3, 4
2 → 5, 8, 6
3 → 1, 4, 7
4 → 1, 3, 7, 5
5 → 4, 2, 8
6 → 2, 8
7 → 3, 4
8 → 5, 2, 6

(b) Stek predstav	a strukturu podataka baziranu na principu LIFO (Last InFirstOut). Dve osnovne
operacije za rad sa stekom su push i pop. Operacijom push dodaje se element na vrh steka, dok se
operacijom pop skida element sa vrha i, zavisno od implementacija, vra�a koji je to element bio.

Primer: Trenutni sadr�aj steka je: 1 2 3 4 5, gde je 1 element koji je na vrhu. Ako operacijom push
dodamo broj 6 na vrh steka, �egov sadr�aj �e biti: 6 1 2 3 4 5, ako zatim primenimo operaciju
pop, broj 6 se ukla�a sa vrha steka i �egov sadr�aj postaje 1 2 3 4 5, ako bismo ponovo primenili
operaciju pop, stek bi izgledao ovako: 2 3 4 5.



Koraci algoritma DFS obilaska su slede�i:

(a) Kreirati prazan stek i niz pose�e�ih qvorova

(b) Qvor iz koga kre�e pretraga dodati u stek

(v) Vrti se pet	a sve dok stek nije prazan

(g) Sa vrha steka se skida jedan cvor i ispisuje se

(d) Za taj qvor se gleda svaki susedan qvor iz liste povezanosti i ako nije pose�en dodaje se i on
u stek

Pseudo-kod je slede�i:

Na osnovu opisa algoritma i liste povezanosti iz dela (a) taqan redosled kojim �e biti ispisani
qvorovi grafa sa slike ukoliko pretragu poqi�emo iz qvora sa rednim brojem 1 je: [3 poena]

a) 1 3 4 7 5 2 8 6 b) 1 3 7 4 5 8 6 2 v) 1 4 5 8 6 2 7 3 g) 1 3 7 4 5 2 8 6

(v) Zaokru�iti taqnu tvrd�u [3 poena]

a) Broj komponenata povezanosti neusmerenog grafa se mo�e izraqunati broja�em pokreta�a
DFS (pokreta�em DFS algoritma iz proizvo	nog qvora grafa, zatim ponovnim pokreta�em
DFS algoritma iz jednog od nepose�enih qvorova sve dok ne budu svi pose�eni)

b) Ukoliko je graf usmeren, DFS �e obi�i sve qvorove nezavisno od toga iz kog qvora je pokrenut

v) Ukoliko je graf povezan i neusmeren, DFS ne�e obi�i sve qvorove nezavisno od toga iz kog
qvora je pokrenut

g) Ukoliko u grafu postoji grana koja je pet	a, DFS algoritam ne�e raditi ispravno
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Zadatak 8. - Relacione baze podataka

Relacione baze podataka predstav	aju model podataka koji opisuje naqine predstav	a�a podataka,
gleda�a na podatke, kao i pravila za rad sa tim podacima. Svi podaci u bazi se korisniku prikazuju
isk	uqivo u obliku tabela. Sve tabele zadovo	avaju izvesna ograniqe�a. Na primer, svaka tabela mora
da ima primarni k	uq { atribut (kolona) ili kombinacija atributa koja jedinstveno identifikuje
tabelu. Operatori koji su na raspolaga�u korisnicima za obradu tabela su takvi da je �ihov rezultat
uvek nova tabela.

Vrednost u tabeli mo�e biti i NULL, xto oznaqava da po	e nema vrednost, odnosno da ona nije
definisana. U nastavku dajemo primer jedne tabele u okviru relacione baze.

Rbroj U Dnevniku Ime Prezime Datum Rodjenja

1 Vladimir Andjelic 11.10.2004.

2 Jovana Guduric 22.08.2004.

3 Ana Jankovic 10.06.2004.

4 Nikola Petrovic 24.08.2004.

5 Uros Stefanovic 02.06.2004.

SQL je standarni jezik za skladixte�e, manipulaciju i ispitiva�e podataka iz baze podataka.
Primer SQL upita je u nastavku:

SELECT Ime, Prezime
FROM dnevnik
WHERE Ime = ”Ana”;

U datom upitu iz tabele ’dnevnik’ izdvajamo sva imena i prezimena iz redova u kojim je vrednost imena
jednaka ’Ana’.

U komandi SELECT ime, prezime odre�ujemo koje kolone izdvajamo.
U komandi FROM dnevnik odre�ujemo iz koje tabele (ili tabela) izdvajamo kolone.
U komandi WHERE ime=”Ana” zadajemo uslov izdvaja�a.

Qesto je neophodno da spojimo dve tabele. Poka�imo to primerom.

tabela proseci

Rbroj U Dnevniku Prosek

1 3.55

2 NULL

6 5

7 4.91

8 2.82

tabela imena

Rbroj U Dnevniku Ime I Prezime

1 Vladimir Andjelic

2 Jovana Guduric

5 Ana Jankovic

8 Nikola Petrovic

9 Uros Stefanovic

Komanda JOIN spaja dve tabele preko zajedniqke kolone. Posle naredbe ON navodimo uslov spaja�a.
Pogledajmo rezultat slede�eg upita.



SELECT proseci.Rbroj U dnevniku, Prosek, Ime I Prezime
FROM proseci JOIN imena ON proseci.Rbroj U Dnevniku = imena.Rbroj U Dnevniku;

Rbroj U Dnevniku Prosek Ime I Prezime

1 3.55 Vladimir Andjelic

2 NULL Jovana Guduric

8 2.82 Nikola Petrovic

Komanda LEFT JOIN vra�a sve zapise iz leve tabele i odgovaraju�e zapise iz desne tabele. Rezultat
je NULL sa desne strane ako nema podudara�a.

SELECT proseci.Rbroj U dnevniku, Prosek, Ime I Prezime
FROM proseci LEFT JOIN imena ON proseci.Rbroj U Dnevniku = imena.Rbroj U Dnevniku;

Rbroj U Dnevniku Prosek Ime I Prezime

1 3.55 Vladimir Andjelic

2 NULL Jovana Guduric

6 5 NULL

7 4.91 NULL

8 2.82 Nikola Petrovic

Mogu�e je spojiti i vixe od dve tabele. To radimo tako xto redom izvrxavamo spaja�a.

Date su tabele:

tabela city

Id City Name Lat Long Country Id

1 Berlin 52.520008 13.404954 1

2 Belgrade 44.787197 20.457273 2

3 Zagreb 45.815399 15.966568 3

4 New York 40.730610 -73.935242 4

5 Los Angeles 34.052235 -118.243683 4

6 Warsaw 52.237049 21.017532 5

tabela customer

Id Customer Name City Id Customer Address Next Call Date Ts Inserted

1 Jewelry Store 4 Long Street 120 2020-01-22 2020-01-09 14:01:20.000

2 Bakery 1 Kurfurstendamm 25 2020-02-22 2020-01-09 17:52:15.000

3 Cafe 1 Tauentzienstrasse 44 2020-01-21 2020-01-10 08:02:49.000

4 Restaurant 3 Nikole Tesle 15 2020-01-21 2020-01-10 09:20:21.000



tabela country

Id Country Name Country Name Eng Country Code

1 Deutchland Germany DEU

2 Srbija Serbia SRB

3 Hrvatska Croatia HRV

4 United States of America United States of America USA

5 Polska Poland POL

6 Espana Spain ESP

7 Rossiya Russia RUS

Rezultat izvrxava�a upita

SELECT country.Country Name Eng, city.City Name, customer.Customer Name
FROM country
LEFT JOIN city ON city.CountryId = country.Id
LEFT JOIN customer ON customer.City Id = city.Id;

je? [9 poena]

a)

Country Name Eng City Name Customer Name

Croatia Zagreb Restaurant

Germany Berlin Bakery

Germany Berlin Cafe

United States of America New York Jewelry Store

b)

Id Country Name Eng City Name Customer Name

3 Croatia Zagreb Restaurant

1 Germany Berlin Bakery

1 Germany Berlin Cafe

4 United States of America New York Jewelry Store

v)

Id Country Name Eng City Name Customer Name

4 Croatia Zagreb Restaurant

2 Germany Berlin Bakery

3 Germany Berlin Cafe

1 United States of America New York Jewelry Store



g)

Country Name Eng City Name Customer Name

Croatia Zagreb Restaurant

Germany Berlin Bakary

Germany Berlin Cafe

Poland Warsaw NULL

Russia NULL NULL

Serbia Belgrade NULL

Spain NULL NULL

United States of America New York Jewelry Store

United States of America Los Angeles NULL
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Zadatak 9. - Vextaqka inteligencija

Automatsko rasu�iva�e je podoblast vextaqke inteligencije koja se osla�a na matematiqku
logiku u razvija�u algoritama i programa koji su sposobni da automatski rasu�uju. Neki od prob-
lema koji se mogu rexiti ovim metodom su: da li neko tvr�e�e va�i za sve objekte, da li postoji
objekat za koji va�i dato tvr�e�e itd.

Logika prvog reda predstav	a 'aparat' koji se koristi u okviru automatskog rasu�iva�a, a cen-
tralni problemi koji se rexavaju su ispitiva�e da li je data formula tautologija i da li postoji valu-
acija u kojoj formula ima vrednost taqno. Postoje programi (rexavaqi) za qije je korix�e�e potrebno
samo precizno formulisati problem u terminima logike prvog reda, a oni ga zatim rexavaju korix-
�e�em metoda automatskog rasu�iva�a. U pisa�u formula koristimo: skup promen	ivih, logiqke
konstante ⊤ (taqno) i ⊥ (netaqno), logiqke veznike: negaciju, ko�unkciju, disjunkciju, implikaciju i
ekvivalenciju, kao i dva kvantifikatora: univerzalni (∀ - za svaki) i egzistencijalni (∃ - postoji).
Pored navedenih komponenti, u primerima i u zadatku koristi�emo i predikatske (relacijske) simbole,
npr. covek(x) znaqi 'x je qovek', lep(dan) znaqi 'dan je lep', jede(Ana, jabuka) znaqi 'Ana jede jabuku'.
Primer zapisiva�a problema u terminima logike prvog reda:

Svaki pas je dobar.

Uvodimo predikatske simbole:

p(x) : x je pas

d(x) : x je dobar

Rexe�e: (∀x)(p(x) =⇒ d(x))

Me�utim, da bi program (u ovom sluqaju kao primer koristimo program Vampire) razumeo naxu
formulu, moramo je prevesti u pogodan format. Koriste se slede�e oznake: umesto ∀ koristi se !, npr.
'za svako x' pixemo ![X] :, 'za svako x i y' pixemo ![X,Y] :, umesto ∃ koristimo ?, pa sliqno pixemo
'postoje x i y' kao ?[X,Y] :, Oznake logiqkih operatora su:

• Konjunkcija &

• Disjunkcija |

• Negacija ∼

• Implikacija =>

• Ekvivalencija <=>

Prethodni primer bismo u ovoj formi napisali na slede�i naqin

![X] : (p(X) => d(X))

Vax zadatak je da za svaku od reqenica datih u nastavku odredite koji zapis joj odgovara:

(a) Zlatni i srebrni nakit je vredan. [3 poena]

a) ![X] : (vredan(X) => (zlato(X) | srebro(X)))
b) ![X] : ((zlato(X)& srebro(X)) => vredan(X))

v) ?[X] : ((zlato(X)& srebro(X)) => vredan(X))

g) ![X] : ((zlato(X) | srebro(X)) => vredan(X))



(b) Nisu svi kixni dani hladni. [3 poena]

a) ![X] : (kisa(X)& ∼ hladan(X))

b) ![X] : (∼ kisa(X) => hladan(X))

v) ?[X] : (kisa(X)& ∼ hladan(X))

g) ?[X] : (∼ kisa(X) => hladan(X))

(v) Tigrovi i lavovi napadaju ako su gladni ili ugro�eni. [3 poena]

a) ![X] : ((tigar(X)& lav(X)) => ((gladan(X) | ugrozen(X)) => napada(X)))

b) ![X] : ((tigar(X) | lav(X)) => ((gladan(X) |ugrozen(X)) => napada(X)))

v) ![X] : ((tigar(X)& lav(X)) => (napada(X) => (gladan(X) |ugrozen(X)))
g) ![X] : ((tigar(X) | lav(X)) => ((gladan(X) |ugrozen(X))&napada(X)))
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Zadatak 10. - Prevo�e�e programskih jezika

Konaqni automati opisuju formalizam pomo�u kojeg mo�emo proveriti da li neka req pripada
odre�enom regularnom jeziku. Ilustrujmo funkcionisa�e konaqnih automata slede�im primerom:

Ovo je primer jednog deterministiqkog konaqnog automata (DKA). �emu odgovara regularni izraz
(ab∗a)+. Regularni izrazi predstav	aju \xablon" po kojem se pretra�uju stringovi. U regularnim
izrazima simbol ∗ oznaqava da se izraz ponav	a 0 ili vixe puta, dok simbol + oznaqava da se izraz
ponav	a 1 ili vixe puta. Simboli se odnose samo na posled�i karakter, a ako �elimo da se odnosi
na vixe karaktera, potrebno je da ih stavimo u zagradu. Na primer, regularni izraz ab∗ �e prona�i
string abb, dok ne�e prona�i string abab. String abab mo�e da se opixe izrazom (ab)∗.

Konaqni automat je diskretni matematiqki model koji se sastoji od konaqnog broja sta�a (pri qemu
se unutrax�a sta�a oznaqavaju krugom, a zavrxna sta�a duplim krugom), prelaza izme�u tih sta�a i
akcija koje obav	a. Poqetno sta�e je oznaqeno strelicom koja vodi iz oznake start.

Konaqne automate upotreb	avamo kako bismo proverili da li odre�eni string pripada jeziku,
odnosno da li odgovara odre�enom regularnom izrazu.

Primenimo ovaj automat nad stringom abaaa kako bismo proverili da li pripada jeziku. Kre�emo
iz poqetnog sta�a 0, nailazimo na karakter a koji qitamo i prelazimo u sta�e 1. Nakon toga, nailazimo
na karakter b koji qitamo i prelazimo opet u sta�e 1. Nakon toga, nailazimo na karakter a koji qitamo
i prelazimo u sta�e 2. U nastavku qitamo a, vra�amo se u sta�e 1, qitamo a i prelazimo u sta�e 2.
Poxto smo zavrxili u sta�u 2, onda mo�emo da prihvatimo zadatu req jer je sta�e 2 zavrxno.

Primenimo isti automat nad niskom aaa. Kre�emo iz poqetnog sta�a 0, nailazimo na karakter a
koji qitamo i prelazimo u sta�e 1, zatim qitamo a i prelazimo u sta�e 2, ponovo qitamo karakter a i
vra�amo se u sta�e 1, ali kako smo zavrxili u sta�u 1, a to sta�e nije zavrxno sta�e, zadata req ne
mo�e biti prihva�ena.

Nacrtati konaqni automat za regularni izraz (deta	no obrazlo�iti odgovor) [14 poena]

aab∗(ab)+a


